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1. ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΛΟΓΙΚΗΣ 
 
 

 
1.2 Προτασιακός Λογισµός 
 
1.1.1 Η Γλώσσα του Προτασιακού Λογισµού 
 
Πρόταση στη Λογική είναι µια φράση η οποία µπορεί να είναι αληθής ή ψευδής. Για 
παράδειγµα οι φράσεις “Ο 17 είναι άρτιος ακέραιος” και “Αν x=2 τότε 4-x>0”  είναι 
προτάσεις, ενώ η φράση “Ο x+5 είναι άρτιος ακέραιος” δεν είναι πρόταση. Μέσω της 
γλώσσας του προτασιακού λογισµού θα µελετήσουµε την λογική των προτάσεων. `Εστω οι 
προτάσεις: 
 
α) p: Τα ∆ιακριτά Μαθηµατικά είναι υποχρεωτικό µάθηµα. 
β) q: Είµαι σπουδαστής του Τµήµατος Πληροφορικής. 
γ) r: Το φωτοτυπικό µηχάνηµα του Τµήµατος είναι χαλασµένο σήµερα. 
 
Οι προτάσεις αυτές είναι απλές προτάσεις διότι δεν είναι δυνατόν να τις αναλύσουµε και να 
τις απλοποιήσουµε περαιτέρω. Κάθε πρόταση  µπορεί να πάρει µια από τις εξής δύο τιµές 
αληθείας: αλήθεια (1) ή ψεύδος (0). Οι απλές προτάσεις µπορούν να χρησιµοποιηθούν µαζί 
µε λογικούς συνδέσµους προκειµένου να σχηµατίσουµε σύνθετες προτάσεις. Συγκεκριµένα, η 
άρνηση µιας πρότασης και η σύνθεση δύο προτάσεων ορίζονται ως εξής: 
 
1.  `Αρνηση: Η άρνηση µιας πρότασης p δηλώνεται µε ⎯p ή p’ή ¬p, και διαβάζεται “όχι p”. 

Αν p είναι η πρόταση που ορίστηκε παραπάνω, τότε ¬p είναι η πρόταση: “Τα ∆ιακριτά 
Μαθηµατικά δεν είναι υποχρεωτικό µάθηµα”. Η πρόταση ¬p είναι αληθής όταν η p είναι 
ψευδής και αντίστροφα. 

 
2.  Σύζευξη: Η σύζευξη των προτάσεων p και q δηλώνεται µε p ∧ q, και διαβάζεται “p και 

q”. Στο παράδειγµά µας, p ∧ q είναι η πρόταση: “Τα ∆ιακριτά Μαθηµατικά είναι 
υποχρεωτικό µάθηµα, και  είµαι σπουδαστής του Τµήµατος Πληροφορικής”. Η πρόταση 
είναι αληθής µόνον όταν και οι δύο προτάσεις p και q είναι αληθείς.  

 
3.  ∆ιάζευξη: Η έκφραση p ∨ q δηλώνει τη διάζευξη των προτάσεων p και q, και διαβάζεται 

“p ή q”. Στο παράδειγµά µας, p ∨ q είναι η πρόταση: “Τα ∆ιακριτά Μαθηµατικά είναι 
υποχρεωτικό µάθηµα, ή είµαι σπουδαστής του Τµήµατος Πληροφορικής”. Το “ή” δεν 
χρησιµοποιείται µε την αποκλειστική του µορφή. ∆ηλαδή, η πρόταση p ∨ q είναι αληθής 
όταν µία από τις προτάσεις p και q ή και οι δύο είναι αληθείς. Το αποκλειστικό “ή” 
δηλώνεται µε p ϒ q. Η σύνθετη πρόταση p ϒ q είναι αληθής όταν η µία  εκ των προτάσεων 
p, q  (αλλά όχι και οι δύο) είναι αληθής.  

 
4.  Συνεπαγωγή: Λέµε ότι “η p συνεπάγεται την q” ή “αν p, τότε q”  και γράφουµε “p → q” 

για να εκφράσουµε την συνεπαγωγή της q από την p. Με βάση το παραπάνω παράδειγµα, 
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p → q είναι η πρόταση: “Αν τα ∆ιακριτά Μαθηµατικά είναι υποχρεωτικό µάθηµα, τότε  
είµαι σπουδαστής του Τµήµατος Πληροφορικής”. Η πρόταση p καλείται υπόθεση της 
συνεπαγωγής, ενώ η q καλείται συµπέρασµα. Η πρόταση p → q  είναι αληθής σε όλες τις 
περιπτώσεις, εκτός εάν η p είναι αληθής και η q ψευδής. Για παράδειγµα, η πρόταση “αν 
2+1=3, τότε 3+2=4” είναι ψευδής, ενώ η πρόταση “αν 2+1=5, τότε 3+2=4” είναι αληθής, 
µολονότι οι προτάσεις “2+1=5” και “3+2=4” είναι και οι δύο ψευδείς. 

 
5.  Ισοδυναµία: Η έκφραση p ↔ q δηλώνει τη διάζευξη των προτάσεων p και q, και 

διαβάζεται “p είναι ισοδύναµη µε την q”, ή “p αν και µόνον αν (ανν) q”, ή “η p είναι 
αναγκαία και ικανή για την q”. Με βάση το παραπάνω παράδειγµα, p ↔ q είναι η 
πρόταση: “Tα ∆ιακριτά Μαθηµατικά είναι υποχρεωτικό µάθηµα αν και µόνον αν  είµαι 
σπουδαστής του Τµήµατος Πληροφορικής”. Η πρόταση p ↔ q είναι αληθής αν οι 
προτάσεις p και q έχουν την ίδια τιµή αληθείας (δηλαδή είναι και οι δύο αληθείς ή και οι 
δύο ψευδείς). 

 
Οι πίνακες αληθείας οι οποίοι ακολουθούν, συνοψίζουν τις τιµές αληθείας των σύνθετων 
προτάσεων σε σχέση µε τις τιµές αληθείας των προτάσεων p και q.  
 
 
   p      ¬p               p        q         p ∧ q         p ∨ q         p ϒ q          p → q         p ↔ q 
 
   0       1                0        0            0                 0                0                 1                1 
   1       0                0        1            0                 1                1                 1                0 
                              1        0            0                 1                1                 0                0 
 Πίνακας 1            1        1            1                 1                0                 1                1 
   
                  
                                                                      Πίνακας 2 
 
Ακολουθεί ο τυπικός ορισµός της γλώσσας L του προτασιακού λογισµού και των προτάσεων 
της γλώσσας αυτής. 
 
Ορισµός. Η γλώσσα L του προτασιακού λογισµού αποτελείται από τα εξής: 
• Ενα αριθµήσιµο πλήθος µεταβλητών, οι οποίες λέγονται προτασιακές µεταβλητές.  
• Τους λογικούς συνδέσµους ¬,  ∧ , ∨ , ϒ , → , ↔. 
• Τις παρενθέσεις ( και ). 
Το σύνολο T(L)  προτάσεων της γλώσσας L ορίζεται ως εξής: 
1)  Κάθε προτασιακή µεταβλητή είναι πρόταση. 
2)  Αν p  και q είναι προτάσεις της L, τότε  οι: (¬p), (p ∧ q), (p ∨ q),  (p ϒ q), (p → q), (p ↔ 

q) είναι προτάσεις της L. 
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3)  ∆εν υπάρχουν άλλες προτάσεις της L εκτός από αυτές που ορίζονται στα 1) και 2) του 
ορισµού αυτού. 

 
Οι παρενθέσεις χρησιµοποιούνται για να τηρείται κάποια προτεραιότητα κατά την εφαρµογή 
των λογικών συνδέσµων. Πολλές φορές παραλείπουµε κάποιες παρενθέσεις σύµφωνα µε τους 
εξής κανόνες: 
• Οι εξωτερικές παρενθέσεις µιας πρότασης παραλείπονται. 
• Ο σύνδεσµος ¬ έχει προτεραιότητα έναντι όλων των άλλων συνδέσµων. 
• Οι σύνδεσµοι  ∧ , ∨ , ϒ  έχουν προτεραιότητα έναντι των  → , ↔ . 
• Οι ∧ , ∨ , ϒ είναι ισοδύναµοι µεταξύ τους. Επίσης, οι → , ↔ είναι ισοδύναµοι µεταξύ 

τους. 
 
Ορισµός. Μια πρόταση η οποία είναι πάντα αληθής καλείται ταυτολογία. Μια πρόταση η 
οποία είναι πάντα ψευδής καλείται αντίφαση. 
 

 Στη συνέχεια θα χρησιµοποιούµε το σύµβολο Το για να δηλώνουµε µια ταυτολογία, 
και το σύµβολο Fο για να δηλώνουµε µια αντίφαση. 
 
 
1.1.2 Ταυτολογική Ισοδυναµία: Οι Νόµοι της Λογικής 
 

Στον προτασιακό λογισµό χρησιµοποιούµε τους πίνακες αληθείας των προτάσεων 
προκειµένου να µελετήσουµε, πότε δύο προτάσεις είναι ουσιαστικά οι ίδιες (ταυτολογικά 
ισοδύναµες). `Εστω οι παρακάτω πίνακες αληθείας. 

 
 
                              p        q           ¬p           ¬p∨ q         p → q          
 
                              0        0            1                 1                1                                  
                              0        1            1                 1                1                                  
                              1        0            0                 0                0                                 
                              1        1            0                 1                1                                 
   
 
                                                    Πίνακας 3 
 
Παρατηρούµε ότι στους πίνακες αυτούς, οι αντίστοιχες τιµές αληθείας για τις προτάσεις  
¬p∨ q  και p → q είναι ακριβώς οι ίδιες. 
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Ορισµός. ∆ύο προτάσεις s1 και s2 καλούνται ταυτολογικά ισοδύναµες και γράφουµε s1 ⇔ s2, 
όταν οι πίνακες αληθείας των s1, s2 είναι ίδιοι. 
 
Κατά τον ίδιο τρόπο από τους πίνακες αληθείας του Πίνακα 4 που ακολουθεί έχουµε ότι  

                            (p ↔ q) ⇔ (p → q ) ∧ (q → p)                        (1)  
 
Χρησιµοποιώντας την ταυτολογική  ισοδυναµία που προκύπτει από τον Πίνακα 3, η 
παραπάνω έκφραση (1) γράφεται ως εξής: 
                
                           (p ↔ q)  ⇔ (¬p ∨ q ) ∧  (¬q ∨ p )                    (2) 
 
Η έκφραση (2) στην πραγµατικότητα δηλώνει ότι εφόσον ειθυµούµε, µπορούµε να 
εξαλείψουµε την συνεπαγωγή και την ισοδυναµία από τις σύνθετες προτάσεις.  
 
                              p        q          p → q        q → p      (p → q ) ∧ (q → p)         p ↔ q 
 
                              0        0            1                 1                         1                         1 
                              0        1            1                 0                         0                         0 
                              1        0            0                 1                         0                         0 
                              1        1            1                 1                         1                         1 
   
 
                      Πίνακας 4 
 
Παρατηρώντας τον Πίνακα 5 συµπεραίνουµε ότι η άρνηση µαζί µε τους λογικούς 
συνδέσµους “και” (∧) και “ή” (∨) µπορούν να αντικαταστήσουν τον σύνδεσµο 
“αποκλειστικό ή” ( ϒ ). Επίσης, εφόσον επιθυµούµε µπορούµε να αντικαταστήσουµε ακόµη 
και τους συνδέσµους  ∧  και ∨. 
 
                              p        q          p ϒ q        p ∨ q        ¬(p ∧ q )     (q ∨ p) ∧ ¬( p ∧ q) 
 
                              0        0            0                 0                1                         0 
                              0        1            1                 1                1                         1    
                              1        0            1                 1                1                         1      
                              1        1            0                 1                0                         0 
   
 
                      Πίνακας 5 

 6



 
Ορισµός. `Εστω Α ⊆ {¬, ∧, ∨, →, ↔, ϒ}. Το Α καλείται επαρκές αν κάθε πρόταση p ∈ 
T(L)  είναι ταυτολογικά ισοδύναµη µε µια πρόταση που περιέχει µόνο συνδέσµους που 
ανήκουν στο σύνολο Α. 
 
Για παράδειγµα, είδαµε παραπάνω ότι το σύνολο {¬, ∧, ∨} είναι επαρκές. Μπορούµε 
επίσης να δείξουµε ότι τα σύνολα  {¬, ∧},  {¬, →} είναι επαρκή ενώ τα {∧, →},   {¬, ϒ} 
δεν είναι επαρκή. Στη συνέχεια χρησιµοποιούµε την ιδέα της ταυτολογικής  ισοδυναµίας 
προκειµένου να εξετάσουµε µερικές σηµαντικές ιδιότητες του προτασιακού λογισµού. 
 
Παράδειγµα: Ο Πίνακας 6 περιέχει τους πίνακες αληθείας των προτάσεων ¬(p ∧ q), ¬p ∨ 
¬q, ¬(p ∨ q), ¬p ∧ ¬q. 
 
                              p        q        p ∧ q   ¬(p ∧ q)  ¬p ∨ ¬q    p ∨  q  ¬(p ∨ q) ¬p ∧¬q 
 
                              0        0           0             1              1            0             1              1 
                              0        1           0             1              1            1             0              0  
                              1        0           0             1              1            1             0              0 
                              1        1           1             0              0            1             0              0 
 
                                                                   
                                                                      Πίνακας 6 
 
 
Παρατηρώντας τις στήλες 4 και 5 του Πίνακα 6, συµπεραίνουµε ότι: 

¬(p ∧ q) ⇔  ¬p ∨ ¬q   
 

Ενώ παρατηρώντας τις στήλες 7 και 8 του Πίνακα 6, συµπεραίνουµε ότι: 
¬(p ∨ q) ⇔  ¬p ∧ ¬q 

 
Οι δύο αυτές σχέσεις είναι γνωστές σαν νόµοι του De Morgan. Με άλλα λόγια, οι νόµοι του 
De Morgan λένε ότι η άρνηση της σύζευξης δύο προτάσεων είναι ισοδύναµη µε την διάζευξη 
των αρνήσεων των προτάσεων, ενώ η άρνηση της διάζευξης δύο προτάσεων είναι ισοδύναµη 
µε την σύζευξη των αρνήσεων τους. 
� 
 
Παράδειγµα: Ο Πίνακας 7 περιέχει τους πίνακες αληθείας των προτάσεων p ∧ (q ∨  r), (p ∧ 
q) ∨ (p ∧ r), p  ∨ (q ∧ r), (p ∨  q) ∧ (p ∨ r). 
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    p      q        r     p ∧ (q ∨  r)    (p ∧ q) ∨ (p ∧ r)   p  ∨ (q ∧ r)   (p ∨  q) ∧ (p ∨ r) 
 
    0      0       0           0                          0                          0                       0 
    0      0       1           0                          0                          0                       0 
    0      1       0           0                          0                          0                       0 
    0      1       1           0                          0                          1                       1  
    1      0       0           0                          0                          1                       1 
    1      0       1           1                          1                          1                       1 
    1      1       0           1                          1                          1                       1 
    1      1       1           1                          1                          1                       1 
 

Πίνακας  7 
 

Παρατηρώντας τις στήλες 4 και 5 του Πίνακα 7, συµπεραίνουµε ότι: 
 

p ∧ (q ∨  r) ⇔  (p ∧ q) ∨ (p ∧ r)   (Επιµεριστικός Νόµος του ∧ ως προς τον ∨) 
 

Ενώ παρατηρώντας τις στήλες 6 και 7 του Πίνακα 6, συµπεραίνουµε ότι: 
 

p  ∨ (q ∧ r) ⇔    (p ∨  q) ∧ (p ∨ r)     (Επιµεριστικός Νόµος του ∨ ως προς τον ∧) 
 
� 
Παρατήρηση:  Αν s1 και s2 είναι προτάσεις τέτοιες ώστε η  s1 ↔ s2 είναι ταυτολογία, τότε 
οι s1, s2 έχουν τους ίδιους πίνακες αληθείας, και εποµένως s1 ⇔ s2. Επίσης, ισχύει και το 
αντίστροφο. 
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Οι  Νόµοι της Λογικής 
 
 

1.  ¬(¬p) ⇔ p                                                         Νόµος της διπλής άρνησης 
 
2.  ¬(p ∨ q) ⇔ ¬p ∧ ¬q                                          Νόµοι De Morgan 
¬(p ∧ q) ⇔ ¬p ∨ ¬q 
 
3.  p ∨ q ⇔ q ∨ p                                                Αντιµεταθετικός Νόµος 
p ∧ q ⇔ q ∧ p 
 
4.  p ∨ (q ∨ r) ⇔ (p ∨ q) ∨ r                              Προσεταιριστικός Νόµος 
p ∧ (q ∧ r) ⇔ (p ∧ q) ∧ r 
 
5.  p ∨ (q ∧ r) ⇔ (p ∨ q) ∧ (p ∨ r)                     Επιµεριστικός  Νόµος 
p ∧ (q ∨ r) ⇔ (p ∧ q) ∨ (p ∧ r) 
 
6.  p ∨ p ⇔ p  
p ∧ p ⇔ p 
 
7.  p ∨ Fo ⇔ p  
p ∧ To ⇔ p 
 
8.  p ∨ ¬p ⇔ To                                           Νόµοι συµπληρώµατος 
p ∧ ¬p ⇔ Fo 
 
9.  p ∨ To ⇔ To  
p ∧ Fo ⇔ Fo 
 
10. p ∨ (p ∧ q) ⇔ p                                               Νόµοι απορρόφησης 
 p ∧ (p ∨ q) ⇔ p  
 

 
 Πίνακας 8 

 
Οι παραπάνω εκφράσεις (νόµοι) µπορούν να αποδειχθούν χρησιµοποιώντας πίνακες αληθείας 
και συγκρίνοντας τις αντίστοιχες τιµές αληθείας. Παρατηρούµε ότι, εκτός από το νόµο της 
διπλής άρνησης, όλοι οι άλλοι νόµοι έχουν δοθεί κατά ζευγάρια.  
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Ορισµός. `Εστω s µια πρόταση η οποία περιέχει µόνο τους λογικούς συνδέσµους της 
άρνησης, της σύζευξης, και της διάζευξης. Η δυϊκή πρόταση της s είναι η πρόταση sd

την οποία παίρνουµε αν αντικαταστήσουµε κάθε εµφάνιση (στην s ) του ∧ (∨) µε ∨ (∧), και 
κάθε εµφάνιση του To (Fo)  µε Fo (To). 
 
Παράδειγµα: Οι προτάσεις p ∨ Fo  και p ∧To είναι δυϊκές µεταξύ τους, όπως είναι και οι 
προτάσεις p ∨ ¬p και p ∧ ¬p. 
� 
 
Το παρακάτω θεώρηµα µπορεί να αποδειχθεί.  
 
Θεώρηµα (Αρχή του ∆υϊσµού). Εστω s και t δύο προτάσεις όπως αυτές περιγράφονται στον 
προηγούµενο ορισµό. Αν s ⇔  t, τότε sd  ⇔ td. 
   
Με βάση το θεώρηµα αυτό, προκειµένου να αποδείξουµε τους νόµους της Λογικής, είναι 
αρκετό για κάθε ζευγάρι νόµων να αποδεικνύουµε τον ένα από τους δύο νόµους και να 
επικαλούµαστε την αρχή του δυϊσµού για την απόδειξη του άλλου. 
 
Οι ακόλουθοι Κανόνες Αντικατάστασης µπορούν να χρησιµοποιηθούν για την απόδειξη 
ταυτολογικών ισοδυναµιών: 
 
1.  Εστω P µια σύνθετη πρόταση η οποία είναι ταυτολογία. Αν p είναι κάποια πρόταση η 

οποία εµφανίζεται στην P, και αντικαταστήσουµε κάθε εµφάνιση της p µε την ίδια 
πρόταση q, τότε η σύνθετη πρόταση P1 η οποία προκύπτει, είναι ταυτολογία. 

 
2.  Εστω P µια σύνθετη πρόταση, p κάποια πρόταση η οποία  εµφανίζεται στην P, και q µια 

πρόταση τέτοια ώστε q ⇔ p. `Εστω επίσης, ότι αντικαθιστούµε κάθε εµφάνιση της p στην 
P µε την q, και P1 είναι η νέα πρόταση η οποία  προκύπτει από την αντικατάσταση. Τότε, 
έχουµε ότι P1 ⇔  P.  

 
Παράδειγµα: Από τους νόµους De Morgan έχουµε  ότι η σύνθετη πρόταση 
 

P: ¬(p ∨ q) ↔ ¬p ∧ ¬q 
είναι ταυτολογία. Αντικαθιστούµε κάθε εµφάνιση της p µε την r  ∧ s και µε βάση τον πρώτο 
κανόνα αντικατάστασης έχουµε ότι η πρόταση 
 

P1: ¬( (r  ∧ s ) ∨ q) ↔ ¬(r  ∧ s) ∧ ¬q 

 10



είναι ταυτολογία. Αντικαθιστούµε κάθε εµφάνιση της q µε την t → u και µε βάση ξανά, τον 
πρώτο κανόνα αντικατάστασης έχουµε ότι η παρακάτω πρόταση είναι ταυτολογία. 
 

P2: ¬( (r  ∧ s ) ∨ (t → u)) ↔ ¬(r  ∧ s) ∧ ¬(t → u) 
Εποµένως, έχουµε την ταυτολογική ισοδυναµία: 
 

 ¬( (r  ∧ s ) ∨ (t → u)) ⇔ ¬(r  ∧ s) ∧ ¬(t → u) 
� 
 
1.1.3 Ταυτολογική Συνεπαγωγή 
 
Θεώρηµα είναι µια µαθηµατική έκφραση η οποία µπορεί να αποδειχθεί ότι είναι αληθής.  
Πολλα θεωρήµατα µπορούν να δοθούν στην εξής µορφή:  
 
Αν οι προτάσεις p1, p2, p3, … , pn εκφράζουν την υπόθεση µιας συνεπαγωγής και  q είναι το 
συµπέρασµα, τότε λέµε ότι η συνεπαγωγή 

 (p1 ∧ p2 ∧ p3 ∧ …  ∧pn ) → q  
είναι θεώρηµα (και ταυτολογία) όταν αληθείς τιµές για τις προτάσεις p1, p2, p3, … , pn  
οδηγούν σε αληθή τιµή για την πρόταση q. Αν κάποια από τις p1, p2, p3, … , pn ψευδής, τότε η 
συνεπαγωγή (p1 ∧ p2 ∧ p3 ∧ …  ∧pn ) → q είναι αληθής ανεξάρτητα από την τιµή της q. 
 

Στην ερώτηση πώς αποδεικνύουµε ότι µια δοθείσα πρόταση είναι θεώρηµα δεν υπάρχει 
σαφής απάντηση, διότι δεν υπάρχει µεθοδολογία απόδειξης. Η ικανότητα κατασκευής 
αποδείξεων αποκτάται µε την µελέτη και την εξάσκηση.  

 
Θεωρούµε τον βασικό τύπο πρότασης για την οποία θέλουµε να αποδείξουµε ότι είναι 

θεώρηµα: 
(p1 ∧ p2 ∧ p3 ∧ …  ∧pn ) → q 

Οι προτάσεις p1, p2, p3, … , pn  αποτελούν υποθέσεις της συνεπαγωγής οι οποίες είναι είτε 
ορισµοί και αξιώµατα τα οποία δεχόµαστε χωρίς απόδειξη, ή θεωρήµατα τα οποία έχουµε 
ήδη αποδείξει. Στη προσπάθειά µας να αποδείξουµε ότι η πρόταση είναι θεώρηµα, θέλουµε 
να δείξουµε ότι όταν όλες οι υποθέσεις p1, p2, p3, … , pn  είναι αληθείς, τότε και η q είναι 
αληθής. Εποµένως, αρκεί να δείξουµε ότι η πρόταση (p1 ∧ p2 ∧ p3 ∧ …  ∧pn ) → q είναι 
ταυτολογία. Το ακόλουθο παράδειγµα εξηγεί την τεχνική αυτή. 
 
Παράδειγµα: `Εστω οι εξής προτάσεις:  
 
p1: Αν ο Γιώργος µελετήσει θα περάσει τα ∆ιακριτά Μαθηµατικά. 
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p2: Αν ο Γιώργος δεν παίζει ποδόσφαιρο, τότε θα µελετήσει. 
p3: Ο Γιώργος δεν πέρασε τα ∆ιακριτά Μαθηµατικά 
q: Εποµένως, ο Γιώργος έπαιζε ποδόσφαιρο. 
 
Θέλουµε να ξέρουµε άν η αλήθεια των υποθέσεων p1, p2, p3 οδηγεί στην αλήθεια του 
συµπεράσµατος q. Προκειµένου να το εξετάσουµε θεωρούµε τις εξής προτάσεις: 
p: Ο Γιώργος µελετάει 
r: Ο Γιώργος περνάει τα ∆ιακριτά Μαθηµατικά 
s: Ο Γιώργος παίζει ποδόσφαιρο 
 
Οι προτάσεις p1, p2, p3, και q µπορούν να γραφούν ως εξής: 
 
p1: p → r                   p2: ¬s →  p                           p3: ¬r                           q: s 
 
Μπορούµε να προσδιορίσουµε αν η πρόταση (p1 ∧ p2 ∧ p3) → q είναι θεώρηµα µελετώντας 
τον πίνακα αληθείας της πρότασης 

( (p → r) ∧ (¬s →  p)  ∧ ¬r ) → s 
 
   p      q        r        p → r         ¬s →  p     ¬r           ( (p → r) ∧ (¬s →  p)  ∧ ¬r ) → s 
 
   0      0       0           1                   0            1                                     1  
   0      0       1           1                   1            1                                     1 
   0      1       0           1                   0            0                                     1 
   0      1       1           1                   1            0                                     1  
   1      0       0           0                   1            1                                     1 
   1      0       1           0                   1            1                                     1 
   1      1       0           1                   1            0                                     1 
   1      1       1           1                   1            0                                     1 
 
 
Από τον παραπάνω πίνακα αληθείας βλέπουµε ότι η πρόταση ( (p → r) ∧ (¬s →  p)  ∧ ¬r ) 
→ s είναι ταυτολογία. Εποµένως, η πρόταση (p1 ∧ p2 ∧ p3) → q είναι θεώρηµα. 
� 
 
Ορισµός. Αν p, q προτάσεις τέτοιες ώστε p → q είναι ταυτολογία, τότε γράφουµε p ⇒ q και 
λέµε ότι η p ταυτολογικά συνεπάγεται την q. 
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Για παράδειγµα, είδαµε παραπάνω ότι για οποιεσδήποτε προτάσεις p, q η πρόταση p → (p ∨ 
q) είναι ταυτολογία. Εποµένως η p ταυτολογικά συνεπάγεται την p ∨ q, και µπορούµε να 
γράψουµε ότι p ⇒ (p ∨ q). 
 
Η εξής πρόταση µπορεί να αποδειχθεί:  
 
Πρόταση. `Εστω p, q δύο προτάσεις. Τότε p ⇔ q  αν και µόνον αν p ⇒ q και q ⇒ p.  
 
Απόδειξη. Η απόδειξη αποτελείται από  δύο µέρη. 
 
1)  Αν p ⇔ q τότε η πρόταση  p ↔ q  είναι ταυτολογία, και εποµένως οι p και q έχουν τον 

ίδιο πίνακα αληθείας. `Αρα, οι προτάσεις p → q, q → p είναι πάντα αληθείς, και ισχύει ότι 
p ⇒ q και q ⇒ p. 

 
2)  Αντίστροφα, έστω ότι p ⇒ q και q ⇒ p. Η p ⇒ q σηµαίνει ότι δεν µπορεί η p να είναι 

αληθής και η q να είναι ψευδής. Είναι όµως δυνατόν η q να είναι αληθής και η p να είναι 
ψευδής; Αν συνέβαινε αυτό, τότε δεν θα ήταν δυνατόν να ισχύει ότι q ⇒ p. `Αρα, όταν p 
⇒ q και q ⇒ p, τότε οι προτάσεις p, q έχουν τις ίδιες τιµές αληθείας, και εποµένως, p ⇔ 
q. 

� 
 
Είδαµε παραπάνω ότι για να ελέγξουµε αν p ⇒ q, όπου p, q ∈ T(L), κατασκευάζουµε τους 
πίνακες αληθείας των p, q. Στη συνέχεια, θα δούµε πώς µπορούµε να κατασκευάσουµε 
αποδείξεις στηριζόµενοι σε κάποιες προτάσεις-αξιώµατα του προτασιακού λογισµού και σε 
βασικούς αποδεικτικούς κανόνες. Τα αξιώµατα του προτασιακού λογισµού είναι προτάσεις οι 
οποίες είναι πάντα αληθείς (ταυτολογίες). Η επιλογή των συγκεκριµένων ταυτολογιών για 
αξιώµατα γίνεται µε πρακτικά κριτήρια (κατά πόσο δηλαδή, εξυπηρετούν να αποδεικνύουµε 
µε βάση  τα αξιώµατα αυτά, την αλήθεια άλλων προτάσεων). Εστω ότι έχουµε τα εξής τρία 
αξιώµατα του προτασιακού λογισµού: Για κάθε p, q, r ∈ T(L), 
 
 
 
(A1)    p → ( q → p) 
(A2)    ( p → (q → r) ) → ( (p → q) → (p → r) ) 
(A3)    (¬p → ¬q) → ((¬p → q) → p)  
 
Επίσης, θεωρούµε τον αποδεικτικό κανόνα ο οποίος καλείται Modus Ponens, εκφράζεται από 
τη ταυτολογική συνεπαγωγή ( p ∧ (p → q) ) ⇒ q και γράφεται σε µορφή πίνακα ως εξής 
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                                                                   p 
p → q 
∴q 

 
Ο κανόνας αυτός λέει ότι η το συµπέρασµα q είναι συνέπεια των υποθέσεων p και  p → q 
που βρίσκονται πάνω από την οριζόντια γραµµή. Το σύµβολο ∴ αντικαθιστά τη λέξη 
“εποµένως”. Επίσης, λέµε ότι η q αποδεικνύεται τυπικά από τις p και  p → q. 
 
Τα αξιώµατα (Α1), (Α2), (Α3) και ο αποδεικτικός κανόνας Modus Ponens ορίζουν ένα 
αξιωµατικό σύστηµα του προτασιακού λογισµού. Οι λογικοί σύνδεσµοι της άρνησης  και της 
συνεπαγωγής θεωρούνται πρωταρχικοί σύνδεσµοι σε αυτό το σύστηµα, ενώ η σύζευξη και η 
διάζευξη θεωρούνται παράγωγες πράξεις.  
 
Ορισµός. `Εστω H ⊆ T(L) και q ∈ T(L). Τυπική απόδειξη της q από το H λέγεται µια 
πεπερασµένη ακολουθία προτάσεων q1, q2, …, qn τέτοια ώστε qn = q και κάθε qi, i ∈ {1, 2, 
…, n-1}, είναι: 
(α) πρόταση του H ή 
(β) αξίωµα ή 
(γ) παράγεται µε τον κανόνα Modus Ponens από δύο προηγούµενες προτάσεις της 
ακολουθίας, δηλαδή, υπάρχουν j, k < i τέτοια ώστε qj = qk → qi 

 
Μια πρόταση η οποία αποδεικνύεται τυπικά σύµφωνα µε τον παραπάνω ορισµό, 
χρησιµοποιώντας τα αξιώµατα και τους αποδεικτικούς κανόνες ενός αξιωµατικού 
συστήµατος, αποτελεί θεώρηµα του συστήµατος.  
 
Παράδειγµα (Νόµος του Επιχειρήµατος ή του Συλλογισµού): Να αποδειχθεί ότι (p → q) ∧ (q 
→ r) ⇒ p → r.  Σε µορφή πίνακα έχουµε 

 
 

p → q 
q → r 
∴p → r 

 
Βήµα         Αιτιολόγηση 
(1) p → q       Υπόθεση 
(2) q → r      Υπόθεση 
(3) (q → r ) → (p → (q → r ))    (A1) για  p = q → r και q = p 
(4) p → (q → r )       (2), (3) και Modus Ponens 
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(5) (p → (q → r )) → ((p →q) → (p → r ))            (A2) 
(6) (p →q) → (p → r )                                           (4), (5) και Modus Ponens 
(7) (p → r )                                                            (1), (6) και Modus Ponens 
 
Ο κανόνας  ο οποίος µόλις αποδείχθηκε, καλείται νόµος του επιχειρήµατος ή του συλλογισµού 
και συναντάται σε πολλές µαθηµατικές αποδείξεις και επιχειρήµατα, όπως για παράδειγµα,  
σε αυτό που ακολουθεί: 
1. Αν  2x +3 = 15, τότε 2x = 12                           p → q 
2. An 2x = 12, τότε  x = 6                                    q → r 
3. Εποµένως,  αν 2x +3 = 15, τότε x = 6             ∴p → r 
� 
 
Παράδειγµα:  

p → (q → r) 
q 

∴p → r 
 

Βήµα         Αιτιολόγηση 
(1) p → (q → r)      Υπόθεση 
(2) q                   Υπόθεση 
(3) p → (q → r )) → ((p →q) → (p → r ))            (A2) 
(4) (p →q) → (p → r )                                          (1), (3) και Modus Ponens 
(5) q → (p → q)                                        (A1) 
(6) (p → q)                                                            (2), (5) και Modus Ponens 
(7) (p → r )                                                           (4), (6) και Modus Ponens 
 
� 
 
 
Παράδειγµα: `Εστω το εξής επιχείρηµα: 
 
(1) Οι πλευρές ΑΒ και ΑΓ του τριγώνου ΑΒΓ είναι ίσες. (Πρόταση p) 
(2) Αν ένα τρίγωνο ΑΒΓ έχει δύο πλευρές ίσες, τότε το τρίγωνο είναι ισοσκελές. (Πρόταση p 

→ q) 
(3) Αν ένα τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές, τότε οι γωνίες οι οποίες βρίσκονται απέναντι από 

τις ίσες πλευρές είναι ίσες. (Πρόταση q → r) 
(4) Εποµένως, οι γωνίες Β και Γ του τριγώνου ΑΒΓ είναι ίσες. (Συµπέρασµα  ∴ r ) 
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Το επιχείρηµα γράφεται συνοπτικά σε µορφή πίνακα ως εξής: 
 

p 
p → q 
q → r 
∴ r 

 
Η απόδειξη του επιχειρήµατος είναι η εξής: 
 
Βήµα         Αιτιολόγηση 
(1) p → q      Υπόθεση 
(2) q → r                  Υπόθεση 
(3) p → r                                                              (1), (2) και νόµος επιχειρήµατος 
(4) p                                                                     Υπόθεση 
(5) r                                                                      (4), (3) και Modus Ponens 
 
� 
 
Στη συνέχεια αναφερόµαστε στις έννοιες της συνέπειας και της πληρότητας ενός 
αξιωµατικού συστήµατος. 
 
Ορισµός. `Ενα σύνολο H ⊆ T(L) λέγεται συνεπές  (ή µη αντιφατικό) αν δεν υπάρχει πρόταση 
q ∈ T(L) τέτοια ώστε, να υπάρχουν ταυτόχρονα τυπική απόδειξη της q από το H, και τυπική 
απόδειξη της ¬q  από το H.  
 
Η ακόλουθη πρόταση µπορεί να αποδειχθεί.  
 
Πρόταση. Αν H ⊆ T(L) και H ασυνεπές, τότε για κάθε q ∈ T(L), υπάρχει τυπική απόδειξη 
της q από τo Η. 
 
Η συνέπεια ενός αξιωµατικού συστήµατος εξασφαλίζεται όταν και µόνον όταν δεν µπορούν 
να αποτελούν θεωρήµατα του συτήµατος ταυτόχρονα, µια πρόταση q και η άρνηση της q. Η 
πληρότητα ενός αξιωµατικού συστήµατος εξασφαλίζεται όταν και µόνον όταν αποδειχθεί ότι 
κάθε αληθής πρόταση αποτελεί θεώρηµα του συστήµατος, δηλαδή µπορεί να αποδειχθεί στο 
σύστηµα. Στο αξιωµατικό σύστηµα το οποίο ορίστηκε παραπάνω µπορεί να αποδειχθεί  τόσο 
η συνέπεια όσο και η πληρότητα. 
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Στη συνέχεια δίνονται επιπλέον αποδεικτικοί κανόνες και αποδεικνύονται ταυτολογικές 
συνεπαγωγές µε βάση αποδεικτικούς κανόνες, νόµους της λογικής, ταυτολογικές 
ισοδυναµίες, και ταυτολογικές συνεπαγωγές που έχουν ήδη αποδειχθεί. 
 
Παράδειγµα (Modus Tollens):  O αποδεικτικός κανόνας Modus Tollens, εκφράζεται από τη 
ταυτολογική συνεπαγωγή ((p → q) ∧ ¬q ) ⇒ ¬p και γράφεται σε µορφή πίνακα ως εξής 
                                                                   p → q 
          ¬q 

∴p 
 
Ο κανόνας αυτός µπορεί να χρησιµοποιηθεί στην απόδειξη του εξής επιχειρήµατος: 

 
p → r 
r → s 

  t ∨ ¬s 
¬t ∨ u 
¬u 

∴ ¬p 
 
Η απόδειξη του επιχειρήµατος είναι η εξής: 
 
Βήµα        Αιτιολόγηση 
(1) p → q, q → r              Υποθέσεις 
(2) p → s                                                (1) και νόµος επιχειρήµατος 
(3) t ∨ ¬s                                               Υπόθεση 
(4) ¬s ∨ t                                               (3) και αντιµεταθετικός νόµος 
(5) s → t                                                  (4) και η ταυτολογική ισοδυναµία ¬s∨t ⇔ s→ t 
(6) p → t                                                 (2), (5) και ο νόµος του επιχειρήµατος 
(7) ¬t ∨ u                                               Υπόθεση 
(8) t → u                                                  (7) και η ταυτολογική ισοδυναµία ¬t∨u ⇔ t→ u 
(9) p → u                                                 (6), (8) και ο νόµος του επιχειρήµατος 
(10) ¬u                                                    Υπόθεση 
(11) ∴¬p                                                 (9), (10) και Modus Tollens 
 
� 
 
Παράδειγµα (Κανόνας σύζευξης): Σε µορφή πίνακα γράφεται ως εξής: 

p 
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q 
∴ p  ∧ q 

 
Προκύπτει από το γεγονός ότι αν p, q προτάσεις τέτοιες ώστε p ⇔ To  και q ⇔ To, τότε p  ∧ 
q ⇔ To. 
� 
 
Παράδειγµα (Απόδειξη δια της µεθόδου της σε άτοπο απαγωγή): Σε µορφή πίνακα γράφεται 
ως εξής: 

¬s ⇒ Fo 
∴s 

 
Προκύπτει από το γεγονός ότι αν s πρόταση τέτοια ώστε ¬s ⇒ Fo, τότε η πρόταση ¬s → Fo 
είναι πάντα αήθής, οπότε η ¬s είναι ψευδής και η s αληθής. 
 
 Θα δείξουµε τη χρήση της µεθόδου στην παρακάτω απόδειξη. Πρώτα ας θυµηθούµε ότι ένας 
ακέραιος n καλείται άρτιος αν υπάρχει ακέραιος k  τέτοιος ώστε n = 2k, ενώ καλείται περιττός 
αν υπάρχει ακέραιος k  τέτοιος ώστε n = 2k+1. `Eνας πραγµατικός αριθµός x καλείται ρητός 
αν υπάρχουν ακέραιοι a, b τέτοιοι ώστε x = a/b, (b ≠ 0).  `Eνας πραγµατικός αριθµός καλείται 
άρρητος αν δεν είναι ρητός. `Εστω ότι θέλουµε να αποδείξουµε την πρόταση 
 

s: Ο πραγµατικός αριθµός √2 είναι άρρητος αριθµός. 
 

Αντί να αποδείξουµε “κατ’ ευθείαν” την πρόταση, θα δείξουµε ότι ¬s ⇒ (r ∧ ¬r) για 
κάποια πρόταση r.  
`Εστω ότι ο √2 είναι ρητός. Τότε √2 = a/b, όπου a, b (b ≠ 0) ακέραιοι τέτοιοι ώστε,  ο µόνος 
θετικός ακέραιος ο οποίος  διαιρεί και τους δύο, είναι ο 1. Εποµένως, η παρακάτω  πρόταση r 
είναι αληθής: 
 

r: O µόνος θετικός ακέραιος ο οποίος  διαιρεί ταυτόχρονα τους a, b είναι ο 1. 
 
`Εχουµε √2 = a/b, εποµένως (a/b)2 = 2, ή a2 = 2b2. Εποµένως, ο a2 είναι άρτιος και ο a είναι 
άρτιος. `Αρα, a = 2k, για κάποιον ακέραιο k. Αλλά τότε 2b2 = a2 = (2k)2 = 4k2. `Αρα ο b2 είναι 
άρτιος και ο b είναι άρτιος. Επειδή, οι a, b είναι άρτιοι, η πρόταση ¬r είναι επίσης, αληθής.  
Αλλά τί µας οδήγησε στην αντίφαση r ∧ ¬r ; Η απάντηση είναι ότι οδηγηθήκαµε σε 
αντίφαση διότι υποθέσαµε ότι η s είναι ψευδής. Συγκεκριµένα, ¬s ⇒ (r ∧ ¬r) και εποµένως, 
¬s ⇒ Fo. Ετσι, έχουµε ότι η s είναι αληθής. 
� 
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Παράδειγµα: `Εστω το επιχείρηµα: 

¬p ↔ q 
q → r 
¬r 
∴ p 

 
Προκειµένου να αποδείξουµε την ορθότητα του επιχειρήµατος υποθέτουµε ότι η άρνηση ¬p 
του συµπεράσµατος αποτελεί µια επιπλέον υπόθεση του επιχειρήµατος. Σκοπός είναι 
χρησιµοποιώντας τις τέσσερες υποθέσεις να καταλήξουµε σε αντίφαση Fo. 
 
Βήµα        Αιτιολόγηση 
(1) ¬p ↔ q      Υπόθεση 
(2) (¬p → q) ∧ (q → ¬p)   (1) και  (¬p ↔ q) ⇔ (¬p → q) ∧ (q → ¬p) 
(3) ¬p → q     (2) 
(4) q → r                                                 Υπόθεση 
(5) ¬p → r                                              (3), (4) και νόµος επιχειρήµατος 
(6) ¬p                                                     Υπόθεση 
(7) r       (5), (6) και Modus Ponens 
(8) ¬r      Υπόθεση 
(9) r ∧ ¬r      (7), (8) και κανόνας της σύζευξης 
(10) ∴ p            (6), (9) και απόδειξη µε την µέθοδο  της σε 
       άτοπο απαγωγής 
� 
Το επόµενο παράδειγµα παρουσιάζει µια έµεση µέθοδο για να δείχνουµε ότι ένα επιχείρηµα 
δεν είναι έγκυρο, δηλαδή µολονότι οι υποθέσεις είναι αληθείς, το συµπέρασµα είναι ψευδές. 
 
Παράδειγµα: `Εστω το επιχείρηµα 

p 
p ∨ q 

q → ( r → s ) 
t → r 

∴¬ s → ¬t 
   
Για να δείξουµε ότι το επιχείρηµα δεν είναι έγκυρο αρκεί να   δείζουµε ότι είναι δυνατόν όλες 
οι υποθέσεις να είναι αληθείς και το συµπέρασµα ψευδές.  

Το συµπέρασµα    ¬ s → ¬t είναι ψευδές όταν η τιµή αληθείας για την s είναι 0, και 
για την t είναι1. Επειδή p είναι µια από τις υποθέσεις θα πρέπει η τιµή αληθείας της να είναι 
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1. Η υπόθεση p ∨ q είναι αληθής ανεξάρτητα από την τιµή αληθείας της q. H t → r είναι 
αληθής όταν r παίρνει την τιµή 1. Επειδή η r είναι αληθής και η s είναι ψευδής, η υπόθεση q 
→ ( r → s ) είναι αληθής όταν η q παίρνει την τιµή 0. Εποµένως, έχουµε δείξει ότι είναι 
δυνατόν όλες οι υποθέσεις να είναι αληθείς και το συµπέρασµα να είναι ψευδές. 
� 

 
Γενικεύοντας, µπορούµε να πούµε ότι για να δείξουµε ότι ένα επιχείρηµα δεν είναι 

έγκυρο ή ότι ένα συµπέρασµα  είναι ψευδές, αρκεί να προσδιορίζουµε ένα στιγµιότυπο  
(δηλαδή, ανάθεση τιµών αληθείας στις προτάσεις του επιχειρήµατος) σύµφωνα µε το οποίο 
το επιχείρηµα  δεν είναι έγκυρο. Το στιγµιότυπο αυτό καλείται αντιπαράδειγµα. 
 
`Ασκηση: Είναι έγκυρο το παρακάτω επιχείρηµα ή όχι; 

p → q 
q → s  

r → ¬s  
¬p ϒ r 
∴¬p 
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Στον παρακάτω πίνακα συνοψίζουµε τους αποδεικτικούς κανόνες τους οποίους είδαµε 
παραπάνω, και παρουσιάζουµε κάποιους επιπλέον. 
 
 
 Κανόνας                         Αντίστοιχη ταυτολογική                        Ονοµασία                
                                        συνεπαγωγή ή ισοδυναµία 
 
     p                                   
   p → q                               [ p ∧ (p → q) ] ⇒ q                      Modus Ponens 
  ∴q 
 
   p → q                                                                                     Νόµος του Επιχειρήµατος  
   q → r                            [ (p → q) ∧ (q → r) ] ⇒ p → r                ή του Συλλογισµού 
 ∴p → r 
 
   p → q 
   ¬q                                   [ (p → q) ∧ ¬q ] ⇒ ¬p                Modus Tollens 
  ∴¬p 
 
       p 
       q                                                                                          Κανόνας Σύξευξης 
  ∴ p  ∧ q 
 
   ¬s ⇒ Fo                      (  ¬s ⇒ Fo ) ⇒ ( s ⇔ To )                Απόδειξη µε τη µέθοδο  
       ∴s                                                                                        της εις άτοπο απαγωγή 
 
     p  ∧ q                            ( p ∧ q ) ⇒ p                                  Κανόνας της συζευκτικής 
      ∴p                                                                                         απλοποίησης 
 
        p                                  p ⇒ p ∨ q                                      Κανόνας της διαζευκτικής 
    ∴p  ∨ q                                                                                       γενίκευσης 
 
    p ∨ q 
      ¬p                             [ (p ∨ q) ∧ ¬p ] ⇒ q                         Κανόνας του διαζευκτικού 
     ∴q                                                                                               συλλογισµού 
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1.2 Κατηγορηµατικός Λογισµός 
 
Στην προηγούµενη παράγραφο είδαµε ότι οι εκφράσεις, οι οποίες περιέχουν µεταβλητές, δεν 
είναι αναγκαστικά προτάσεις στην Λογική. Για παράδειγµα, η έκφραση “Ο x+5 είναι άρτιος 
ακέραιος” δεν είναι πρόταση. 
 
Ορισµός. Μια έκφραση καλείται ανοικτή πρόταση (ή προτασιακός τύπος) αν 
 
1.  Περιέχει µία ή περισσότερες µεταβλητές, και  
2.  δεν είναι πρόταση, αλλά  
3.  µπορεί να γίνει πρόταση αν κάθε µεταβλητή αντικατασταθεί από συγκεκριµένο 

αντικείµενο (ή έννοια, ή έκφραση), το οποίο επιλέγεται από µια συγκεκριµένη 
συγκέντρωση (ή σύνολο)  αντικειµένων (ή εννοιών, ή εκφράσεων). Η συγκέντρωση αυτή 
καλείται πεδίο αναφοράς των µεταβλητών. 

 
Μια ανοικτή πρόταση µιας µεταβλητής x συµβολίζεται µε p(x) ή (q(x), r(x) κ.λ.π.), δύο 
µεταβλητών x, y συµβολίζεται µε p(x,y) ή (q(x,y), r(x,y) κ.λ.π.), και γενικά, n µεταβλητών 
συµβολίζεται µε p(x1, x2, …, xn).  
 

Κάθε ανοικτή πρόταση (προτασιακός τύπος) προσδιορίζεται από µία ιδιότητα η οποία 
περιγράφεται στη φυσική ή µαθηµατική γλώσσα και λέγεται κατηγόρηµα. Αν q(x) µία 
ανοικτή πρόταση µιας µεταβλητής x και α µια τιµή της x, τότε λέµε ότι η α κατέχει την 
ιδιότητα που προσδιορίζει η ανοικτή πρόταση q(x), δηλαδή, το αντίστοιχο κατηγόρηµα. Για 
παράδειγµα, αν q(x) η πρόταση “x  είναι άρτιος αριθµός” τότε το αντίστοιχο κατηγόρηµα 
είναι: “είναι άρτιος αριθµός”, και η πρόταση q(6) είναι αληθής δηλαδή, ο αριθµός 6 κατέχει 
την ιδιότητα που προσδιορίζει το κατηγόρηµα αυτό.  
 

Οι τιµές αληθείας ενός προτασιακού τύπου εξαρτώνται από τις τιµές των µεταβλητών 
(µέσα στα πεδία αναφοράς τους), τις τιµές αληθείας των προτασιακών µεταβλητών και τους 
χρησιµοποιούµενους λογικούς συνδέσµους.  `Ενας προτασιακός τύπος µπορεί να µετατραπεί 
σε προτάσεις, οι οποίες είναι αληθείς ή ψευδείς για όλες τις τιµές των µεταβλητών (µέσα στα 
πεδία αναφοράς τους), για καµµία τιµή ή για µερικές τιµές. Για να αποδώσουµε τις έννοιες 
αυτές συµβολοικά στον κατηγορηµατικό λογισµό, χρησιµοποιούµε τον καθολικό  ποσοδείκτη 
∀ και τον υπαρξιακό ποσοδείκτη ∃. Ο καθολικός χρησιµοποιείται για να συµβολίσει την 
έννοια “κάθε ένα” και ο υπαρξιακός για να συµβολίσει την έννοια “υπάρχει ένα”. 
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 Πρόταση        Η πρόταση είναι αληθής όταν:               Η πρόταση είναι ψευδής όταν: 
 
 ∃x p(x)           Για κάποιες (τουλάχιστον µία)  τιµές       Για κάθε α στο πεδίο  
                       α στο πεδίο αναφοράς,                               αναφοράς, η p(α) είναι ψευδής 
                       η p(α) είναι αληθής 
 
 ∀x p(x)           Για κάθε α στο πεδίο      αναφοράς           Υπάρχει κάποια τιµή α στο       
                        η p(α) είναι αληθής                                    πεδίο αναφοράς για την οποία 
                                                                                             η p(α) είναι ψευδής 
 
 ∃x (¬ p(x))     Για κάποιες (τουλάχιστον µία)  τιµές        Για κάθε α στο πεδίο  
                        α στο πεδίο αναφοράς,                               αναφοράς, η p(α) είναι αληθής 
                        η p(α) είναι ψευδής 
 
∀x (¬ p(x))     Για κάθε α στο πεδίο      αναφοράς           Υπάρχει κάποια τιµή α στο       
                        η p(α) είναι ψευδής                                    πεδίο αναφοράς για την οποία 
                                                                                             η p(α) είναι αληθής 
 
 

Πίνακας 9 
 

Παράδειγµα: `Εστω ότι το πεδίο αναφοράς είναι οι πραγµατικοί αριθµοί και ότι δίνονται οι 
ακόλουθοι προτασιακοί τύποι: 
 

p(x):  x  ≥ 0 
q(x):  x2 ≥ 0 

r(x):   x2 - 3x - 4 = 0 
s(x):   x2 - 3 > 0 

 
Τότε οι εξής προτάσεις είναι αληθείς: 
 
1. ∃x [ p(x) ∧ r(x) ]  
Για παράδειγµα οι προτάσεις p(4) και r(4) είναι αληθείς. 
 
2.  ∀x [ p(x) → q(x) ] 
Αρκεί να παρατηρήσουµε ότι αν η µεταβλητή x αντικατασταθεί από έναν µη αρνητικό 
πραγµατικό αριθµό α,  τότε οι προτάσεις p(α), q(α) είναι αληθείς, εποµένως, και η πρόταση 
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 p(α) → q(α)  
είναι αληθής. Αν  η µεταβλητή x αντικατασταθεί από έναν αρνητικό πραγµατικό αριθµό β,  
τότε η p(β) είναι αληθής, εποµένως, η πρόταση  

p(β) → q(β)  
είναι αληθής ανεξάρτητα από το αν είναι αληθής η q(β). 
 
 
Οι επόµενες προτάσεις είναι ψευδείς: 
 
1.  ∀x [ q(x) → s(x) ] 
Αρκεί να βρούµε ένα αντιπαράδειγµα, δηλαδή, έναν πραγµατικό αριθµό για τον οποίο η 
πρόταση δεν ισχύει. Πραγµατικά, για x = 1, η πρόταση q(1) → s(1) είναι ψευδής. 
 
2. ∀x [ r(x) ∨ s(x) ] 
Μερικά αντιπαραδείγµατα είναι οι αριθµοί 1, ½, και 0. 
� 
 
 
Παράδειγµα: `Εστω ότι το πεδίο αναφοράς είναι οι ακέραιοι αριθµοί και ότι δίνονται οι 
ακόλουθοι προτασιακοί τύποι: 
 

r(x):   2χ + 1 = 5 
s(x):   x2  = 9 

 
Η πρόταση ∃x [ r(x) ∧ s(x) ] είναι ψευδής διότι δεν υπάρχει ακέραιος α τέτοιος ώστε 2α + 1 
= 5 και α2  = 9. Ως τόσο, υπάρχει ακέραιος β (=2) τέτοιος ώστε 2β + 1 = 5, και άλλος 
ακέραιος δ (=3)  τέτοιος ώστε δ2  = 9. Εποµένως, η πρόταση ∃x  r(x) ∧ ∃x s(x) είναι αληθής. 
Το αντιπαράδειγµα αυτό δείχνει ότι η παρακάτω ταυτολογική συνεπαγωγή δεν ισχύει: 
 

[∃x  r(x) ∧ ∃x s(x) ] ⇒ ∃x [ r(x) ∧ s(x) ] 
 
 
 

 Εποµένως, δεν ισχύει η ταυτολογική ισοδυναµία  
 

∃x [ r(x) ∧ s(x) ] ⇔ [ ∃x  r(x) ∧ ∃x s(x) ] 
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Εξετάζοντας τώρα την πρόταση  
 

∃x [ p(x) ∧ q(x) ] →   [ ∃x  p(x) ∧ ∃x q(x) ] 
 

παρατηρούµε ότι όταν η υπόθεση ∃x [ p(x) ∧ q(x) ] είναι αληθής, τότε υπάρχει ένα 
τουλάχιστον στοιχείο α στο πεδίο αναφοράς για το οποίο η πρόταση p(α) ∧ q(α) είναι 
αληθής.  Από τον κανόνα της “συζευκτικής απλοποίησης”  
 

[ p(α) ∧ q(α) ] ⇒ p(α) 
 

 έχουµε ότι η πρόταση p(α) είναι αληθής και εποµένως, η ∃x  p(x) είναι αληθής. Κατά τον 
ίδιο τρόπο µπορούµε να δείζουµε ότι η πρόταση  ∃x  q(x) είναι αληθής. `Αρα, από τον 
κανόνα της σύζευξης η πρόταση  [ ∃x  p(x) ∧ ∃x q(x) ] είναι αληθής. Συνεπώς,  
 

∃x [ p(x) ∧ q(x) ] ⇒   [ ∃x  p(x) ∧ ∃x q(x) ] 
� 
 
 
Παράδειγµα:  

∃x [ p(x) →  q(x) ] ⇔   ∃x  [¬p(x) ∨ q(x) ] 
 
Για κάθε α στο πεδίο αναφοράς, έχουµε ότι 

[ p(α) →  q(α) ] ⇔   [ ¬p(α) ∨ q(α) ] 
 

Εποµένως, οι προτάσεις ∃x [ p(x) →  q(x) ] και  ∃x  [¬p(x) ∨ q(x) ] είναι είτε και οι δύο 
αληθείς είτε και οι δύο ψευδείς. Συνεπώς, 
 

∃x [ p(x) →  q(x) ] ⇔   ∃x  [¬p(x) ∨ q(x) ] 
� 
 
Επιχειρήµατα ανάλογα µε το παραπάνω µπορούν να χρησιµοποιηθούν για την απόδειξη των 
παρακάτω: 
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1.  ∃x [ p(x) ∧ q(x) ] ⇒   [ ∃x  p(x) ∧ ∃x q(x) ] 
 
2.  ∃x [ p(x) ∨ q(x) ] ⇔   [ ∃x  p(x) ∨ ∃x q(x) ] 
 
3.  ∀x [ p(x) ∧ q(x) ] ⇔   [ ∀x  p(x) ∧ ∀x q(x) ] 
 
4.  [ ∀x  p(x) ∨ ∀x q(x) ] ⇒ ∀x [ p(x) ∨ q(x) ] 
 
5.  ∀x [ p(x) ∧ ( q(x) ∧ r(x) ) ] ⇔   ∀x  [ (p(x) ∧  q(x) ) ∧ r(x) ] 
 
6.  ∃x [ p(x) →  q(x) ] ⇔   ∃x  [¬p(x) ∨ q(x) ] 
 
7.  ∀x  [¬(¬p(x) ) ]  ⇔ ∀x  p(x) 
 
8.  ∀x [¬ ( p(x) ∧ q(x) ) ] ⇔ ∀x [¬p(x) ∨ ¬q(x) ] 
 
9.  ∀x [¬ ( p(x) ∨ q(x) ) ] ⇔ ∀x [¬p(x) ∧ ¬q(x) ] 
 

   Πίνακας 10 
 
Οι ταυτολογικές ισοδυναµίες 7, 8, και 9 ισχύουν και όταν όλοι οι καθολικοί ποσοδείκτες 
αντικατασταθούν µε υπαρξιακούς. 
 

Ο παρακάτω πίνακας περιέχει κανόνες προκειµένου να σχηµατίζουµε την άρνηση 
προτάσεων οι οποίες περιέχουν ποσοδείκτες. 

 
¬ [ ∀x  p(x) ] ⇔ ∃x [ ¬ p(x) ] 
¬ [ ∃x  p(x) ] ⇔ ∀x [ ¬ p(x) ] 
¬ [ ∀x  ¬p(x) ] ⇔ ∃x [¬ [ ¬ p(x) ] ] ⇔ ∃x  p(x)  
¬ [ ∃x  ¬p(x) ] ⇔ ∀x [¬ [ ¬ p(x) ] ] ⇔ ∀x  p(x) 
 
                            Πίνακας 11 
 

Παράδειγµα. `Εστω οι προτασιακοί τύποι: 
 

r(x):   2x + 1 = 5 
s(x):   x2  = 9 
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Η πρόταση ∃x [ r(x) ∧ s(x) ] είναι ψευδής. Εποµένως, η άρνησή της 
 
¬ [ ∃x [ r(x) ∧ s(x) ] ] ⇔   ∀x  [ ¬ [ r(x) ∧ s(x) ] ] ⇔   ∀x  [ ¬ r(x) ∨ ¬ s(x) ] 
 
είναι αληθής, και διαβάζεται “Για κάθε ακέραιο x, 2x + 1 ≠ 5  ή x2  ≠ 9.”. 
� 
 
Θεώρηµα.  `Εστω q µία πρόταση η οποία δεν περιέχει την µεταβλητή x.  Τότε 

[ ( ∀x  p(x) ) ∧ q ] ⇔  [ ∀x  ( p(x) ∧ q ) ] 
 

Απόδειξη: ∆ιακρίνουµε τις εξής δύο περιπτώσεις.  
 
Περίπτωση 1. Η  q  είναι αληθής. Τότε το αριστερό µέρος της ταυτολογικής ισοδυναµίας 
γίνεται:  
 

[ ( ∀x  p(x) ) ∧ 1 ] ⇔ [ ( ∀x  p(x) ) ∧ 1  ] ⇔ ( ∀x  p(x) )  
 

διότι    p(x) ∧ 1 ⇔ p(x). Το δεξύ µέρος της ταυτολογικής ισοδυναµίας γίνεται:  
 

[ ∀x  ( p(x) ∧ q ) ] ⇔ [ ∀x  ( p(x) ∧ 1 ) ] ⇔ ( ∀x  p(x) ) 
 για τον ίδιο λόγο. Εποµένως, τα δύο µέρη έχουν την ίδια τιµή αληθείας. 

 
Περίπτωση 2. Η  q  είναι ψευδής. Τότε το αριστερό µέρος της ταυτολογικής ισοδυναµίας 
γίνεται:  

[ ( ∀x  p(x) ) ∧ q ] ⇔ [ ( ∀x  p(x) ) ∧ 0  ] ⇔ 0 
 

διότι p(x) ∧ 0 ⇔ 0. Το δεξύ µέρος της ταυτολογικής ισοδυναµίας γίνεται: 
 
     [ ∀x  ( p(x) ∧ q ) ] ⇔ [ ∀x  ( p(x) ∧ Fo ) ] ⇔ ( ∀x  Fo ) ⇔ Fo 

για τον ίδιο λόγο. Εποµένως, τα δύο µέρη έχουν την ίδια τιµή αληθείας. 
 

� 
 
Ανάλογα θεωρήµατα µπορούν να αποδειχθούν για τη λογική πράξη της διάζευξης και 

τον υπαρξιακό ποσοδείκτη.  
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Εφαρµογή. Χρησιµοποιώντας το παραπάνω θεώρηµα µπορούµε να µετακινήσουµε όλους 
τους ποσοδείκτες µιας έκφρασης στην αρχή της. Τότε λέµε ότι η έκφραση είναι στην “Prenex 
Normal Form”. 

  
Παράδειγµα. `Εστω η έκφραση 

¬ ( ( ∀x p(x) ∧ ∃x q(x) ) → ∀x  r(x) )  
 

Θα δείξουµε πως θα φέρουµε την έκφραση αυτή στην “Prenex Normal Form”. Πρώτα θα 
αλλάξουµε τα ονόµατα των µεταβλητών που είναι ανεξάρτητες µεταξύ τους. `Ετσι έχουµε: 

¬ ( ( ∀x p(x) ∧ ∃k q(k) ) → ∀b  r(b) ) 
 
Χρησιµοποιούµε την ταυτολογική ισοδυναµία q1 → q2 ⇔  ¬ q1 ∨ q2 και έχουµε: 
 

¬ ( ( ∀x p(x) ∧ ∃k q(k) ) → ∀b  r(b) ) ⇔ 
¬ (¬ ( ∀x p(x) ∧ ∃k q(k) ) ∨  ( ∀b  r(b) ) ⇔ 
(( ∀x p(x) ∧ ∃k q(k) ) ∧  ¬ ( ∀b  r(b) ) ⇔ 
∀x p(x) ∧ [ ∃k q(k) ∧  ∃b (¬ r(b) ) ]                                                   (A)  

 
Χρησιµοποιώντας το παραπάνω θεώρηµα παίρνουµε: 

(A) ⇔ ∀x p(x) ∧  ∃k [ q(k) ∧  ∃b (¬ r(b) ) ]  
      ⇔ ∀x [ p(x) ∧  ∃k [ q(k) ∧  ∃b (¬ r(b) ) ] ] 
      ⇔ ∀x [ p(x) ∧  ∃k [∃b (¬ r(b) ) ∧ q(k)  ] ] 
      ⇔ ∀x [ p(x) ∧  ∃k [∃b [¬ r(b) ∧ q(k)  ] ] ]                                    (B)  
 

Εφαρµόζουµε τον αντιµεταθετικό νόµο και έχουµε: 
                (B) ⇔ ∀x [∃k [∃b [¬ r(b) ∧ q(k)  ] ] ∧ p(x) ]                                    (Γ) 

 
Επειδή η έφραση  p(x) δεν περιέχει την  k, έχουµε: 

    (Γ) ⇔ ∀x [∃k [∃b [¬ r(b) ∧ q(k)  ] ∧ p(x) ] ]                                    (∆) 
 

Αλλά, η p(x)   δεν περιέχει ούτε   b. Εποµένως, γράφουµε 
 
     (∆) ⇔ ∀x [∃k [∃b [¬ r(b) ∧ q(k) ∧ p(x) ] ] ] 
           ⇔ ∀x ∃k ∃b [¬ r(b) ∧ q(k) ∧ p(x) ]  
 

`Ετσι έχουµε την έκφραση στην “Prenex Normal Form”. 
� 
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Αν µια πρόταση µε περισσότερες της µιας µεταβλητής  περιέχει µόνο υπαρξιακούς ή µόνο 
καθολικούς ποσοδείκτες, τότε δεν ενδιαφέρει η  σειρά µε την οποία οι ποσοδείκτες είναι 
γραµµένοι. Συγκεκριµένα, οι ακόλουθες δύο προτάσεις µπορούν να αποδειχθούν. 
 
Πρόταση: `Εστω p(x,y) ένας προτασιακός τύπος δύο µεταβλητών x, y. Τότε οι προτάσεις ∀x 
∀y p(x,y) και  ∀y ∀x p(x,y)  είναι ταυτολογικά ισοδύναµες, δηλαδή, 

∀x ∀y p(x,y) ⇔ ∀y ∀x p(x,y) 
 

Ανάλογες προτάσεις ισχύουν για τρεις ή περισσότερες µεταβλητές (και καθολικούς 
ποσοδείκτες). 
 
Πρόταση: `Εστω p(x,y) ένας προτασιακός τύπος δύο µεταβλητών x, y. Τότε οι προτάσεις ∃x 
∃y p(x,y) και  ∃y ∃x p(x,y)  είναι ταυτολογικά ισοδύναµες, δηλαδή, 

∃x ∃y p(x,y) ⇔ ∃y ∃x p(x,y) 
 
Ανάλογες προτάσεις ισχύουν για τρεις ή περισσότερες µεταβλητές (και υπαρξιακούς 
ποσοδείκτες). 
 
Ως τόσο, αν µια πρόταση περιέχει υπαρξιακούς και καθολικούς ποσοδείκτες συγχρόνως, τότε 
θα πρέπει να είµαστε προσεκτικοί µε τη σειρά µε την οποία οι ποσοδείκτες είναι γραµµένοι.  
 
Παράδειγµα. `Εστω ότι το πεδίο αναφοράς είναι το σύνολο των ακεραίων και p(x,y) είναι ο 
προτασιακός τύπος “ x + y = 15”. 
 
1. Η πρόταση  

∀x ∃y p(x,y)  
 

διαβάζεται “Για κάθε ακέραιο x, υπάρχει ακέραιος y τέτοιος ώστε x + y = 15” Η πρόταση 
αυτή είναι αληθής. 
 
2. `Εστω τώρα η πρόταση  

∃y ∀x  p(x,y) 
 

Η πρόταση αυτή διαβάζεται “Υπάρχει ένας ακέραιος y, τέτοιος ώστε για όλους τους 
ακεραίους x, ώστε x + y = 15” Η πρόταση αυτή είναι ψευδής. 
 
Εποµένως, υπάρχουν περιπτώσεις για τις οποίες οι προτάσεις ∀x ∃y p(x,y) και ∃y ∀x  p(x,y) 
δεν είναι ταυτολογικά ισοδύναµες.                                                                                           � 
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Παράδειγµα. `Εστω η πρόταση  

∀x ∃y [ ( p(x, y) ∧ q(x,y) ) → r(x,y) ] 
 
Η άρνηση της πρότασης αυτής υπολογίζεται ως εξής: 
 
¬ [ ∀x ∃y [ ( p(x, y) ∧ q(x,y) ) → r(x,y) ] 
⇔ ∃x ¬ [ ∃y [ ( p(x, y) ∧ q(x,y) ) → r(x,y) ] 
⇔ ∃x ∀y ¬ [ ( p(x, y) ∧ q(x,y) ) → r(x,y) ] 
⇔ ∃x ∀y  ¬[ ¬ ( p(x, y) ∧ q(x,y) ) ∨ r(x,y) ] 
⇔ ∃x ∀y  [ ¬[ ¬ ( p(x, y) ∧ q(x,y) ) ] ∧ ¬ r(x,y) ] 
⇔ ∃x ∀y  [ ( p(x, y) ∧ q(x,y) )  ∧ ¬ r(x,y) ] 
 
� 
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2. ΣΥΝΟΛΑ, ΣΧΕΣΕΙΣ, ΚΑΙ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ 
 
 
2.1 Σύνολα και Υποσύνολα 
 
Είναι δύσκολο να δώσουµε ένα τυπικό ορισµό της έννοιας “σύνολο”, διότι συνήθως στην 
προσπάθειά µας να δώσουµε έναν ορισµό, χρησιµοποιούµε συνώνυµους όρους όπως 
“συλλογή”, “συγκέντρωση”, “κλάση”, κ.λ.π. Στη συνέχεια, όταν αναφερόµαστε σε ένα 
σύνολο θα εννοούµε µια καλά-ορισµένη συλλογή αντικειµένων. Τα αντικείµενα αυτά θα λέµε 
ότι ανήκουν στο σύνολο, και θα καλούνται στοιχεία ή µέλη του συνόλου. Ο προσδιορισµός 
“καλά-ορισµένη συλλογή αντικειµένων” συνεπάγεται ότι, δοθέντος ενός συνόλου και 
κάποιου αντικειµένου, µπορεί µε σαφήνεια, να προσδιοριστεί εάν το αντικείµενο είναι µέλος 
του συνόλου ή όχι. 
 

Χρησιµοποιούµε κεφαλαία γράµµατα για να δηλώσουµε σύνολα και µικρά για να 
δηλώσουµε στοιχεία συνόλων. Επίσης, για κάποιο σύνολο Α γράφουµε x ∈ A για να 
δηλώσουµε ότι το x είναι στοιχείο του συνόλου Α, και x ∉Α για να δηλώσουµε ότι το x δεν 
είναι στοιχείο του συνόλου Α. Υπάρχουν δύο τρόποι “περιγραφής” ενός συνόλου Α:  

 
(α) Τα στοιχεία του συνόλου παρατίθενται το ένα µετά το άλλο µεταξύ δύο αγκυλών. 

Π.χ.  γράφουµε Α = {1, 2, 3, 4},  προκειµένου να δηλώσουµε ότι το σύνολο Α έχει σαν 
στοιχεία του τους τέσσερες πρώτους θετικούς ακεραίους.  

 
(β) Περιγράφεται η ιδιότητα των στοιχείων του συνόλου Α ως εξής: Α = {x ⏐x έχει την 

ιδιότητα ότι …}. Π.χ. Α = {x ⏐x είναι ακέραιος τέτοιος ώστε 1 ≤ x ≤ 4}. Θα µπορούσαµε να 
γράψουµε Α = {x ⏐ 1 ≤ x ≤ 4} µόνον εάν είχαµε εκ των προτέρων προσδιορίσει ότι το 
σύνολο αναφοράς είναι οι ακέραιοι αριθµοί. ∆ιαφορετικά, γράφοντας Α = {x ⏐ 1 ≤ x ≤ 4} δεν 
είναι καθαρό ποιό σύνολο περιγράφουµε. Το σύνολο αναφοράς στη συνέχεια θα δηλώνεται 
µε το γράµµα U.  

 
Παράδειγµα. `Εστω U  το σύνολο των θετικών ακεραίων. Τα σύνολα Α και Β ορίζονται ως 
εξής: 
 
Α = {1, 4, 9,…, 64, 81} = {x2 ⏐x ∈ U, x2 < 100} 
 
B = {2, 4, 6, 8,…} = {2k ⏐ k ∈ U} 
 
Το σύνολο Α είναι πεπερασµένο σύνολο ενώ το Β είναι άπειρο σύνολο. Ο αριθµός των 
στοιχείων ενός πεπερασµένου συνόλου Α καλείται πληθικός αριθµός ή  µέγεθος του Α και 
παριστάνεται µε |Α|.  
 
Ορισµός 2.1 `Εστω C και D δύο σύνολα µε σύνολο αναφοράς U. Λέµε ότι το C είναι 
υποσύνολο του D και γράφουµε C ⊆ D  ή D ⊇ C, εάν κάθε στοιχείο του C είναι και στοιχείο 
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του D. Εάν επιπλέον, υπάρχει κάποιο στοιχείο του D το οποίο δεν είναι και στοιχείο του C, 
τότε το C καλείται γνήσιο υποσύνολο του D και γράφουµε C ⊂ D  ή  D ⊃ C. 
 
Ορισµός 2.2 `Εστω C και D δύο σύνολα µε σύνολο αναφοράς U. Λέµε ότι τα σύνολα C και 
D είναι ίσα και γράφουµε C = D, εάν C ⊆ D και D ⊆ C. 
 

Με βάση τους παραπάνω ορισµούς, µπορούµε να πούµε ότι η διάταξη των στοιχείων, 
ή/και η επανάληψη στοιχείων µέσα σε ένα σύνολο, δεν επηρεάζουν την ταυτότητα του 
συνόλου. Εποµένως, για παράδειγµα, έχουµε ότι {1, 4, 5} = {4, 1, 5, 1} = {5, 4, 1}. 

 
Στη συνέχεια θα χρησιµοποιήσουµε τους ποσοδείκτες για να µελετήσουµε τις αρνήσεις 

των παραπάνω εννοιών. `Εστω Α, Β δύο σύνολα του συνόλου αναφοράς U. Τότε, 
 

Α ⊆ Β ⇔ ∀x [ x ∈ Α →  x ∈ Β ] 
 

Εποµένως, 
 

Α ⊄ Β (δηλαδή, Α δεν είναι υποσύνολο του Β) 
⇔ ¬ [ ∀x [ x ∈ Α → x ∈ Β ]] 
⇔ ∃x ¬ [  x ∉ Α ∨  x ∈ Β ] 
⇔ ∃x [ x ∈ Α ∧  x ∉ Β ] 
 

Εποµένως, Α ⊄ Β αν υπάρχει τουλάχιστον ένα στοιχείο x του συνόλου αναφοράς, το οποίο 
είναι µέλος του Α αλλά δεν είναι µέλος του Β.  Κατά παρόµοιο τρόπο, επειδή  

 
Α = Β ⇔ Α ⊆ Β ∧ Β ⊆ Α 

 έχουµε ότι 
Α ≠ Β ⇔ Α ⊄ Β ∨ Β ⊄ Α  

 
 
Επίσης, αν Α, Β δύο σύνολα του συνόλου αναφοράς U τότε έχουµε ότι 
 

Α ⊂  Β ⇔ Α  ⊆  Β ∧ Α ≠ Β 
 
 
Θεώρηµα 2.1 `Εστω A, B, C  ⊆ U. 
 
(α) Αν A  ⊆ B και B  ⊆ C, τότε A ⊆ C. 
(β) Αν A ⊂ B και B  ⊆ C, τότε A ⊂ C. 
(γ) Αν A  ⊆ B και B ⊂ C, τότε A ⊂ C. 
(δ) Αν A ⊂ B και B  ⊂ C, τότε A⊂ C. 
 
Απόδειξη. Θα αποδείξουµε τα (α) και (β). Η απόδειξη των (γ) και (δ) είναι παρόµοια.  

 32



 
(α) Για να δείξουµε ότι A ⊆ C, αρκεί να δείξουµε ότι για κάθε x ∈ U,  αν x ∈ A τότε x ∈ C. 
`Εστω λοιπόν, x ένα στοιχείο του Α. Επειδή A  ⊆ B, x ∈ A συνεπάγεται x ∈ B. Αλλά τότε, 
επειδή B  ⊆ C, x ∈ B συνεπάγεται x ∈ C. Εποµένως, µε βάση τον νόµο του επιχειρήµατος, x 
∈ A συνεπάγεται x ∈ C, και A ⊆ C. 
 
(β) Επειδή A ⊂ B, x ∈ A συνεπάγεται x ∈ B. Επειδή B ⊆ C, έχουµε ότι x ∈ C. Εποµένως, A 
⊆ C. Αλλά A ⊂ B συνεπάγεται ότι υπάρχει κάποιο στοιχείο b ∈ B τέτοιο ώστε b ∉ A. Επειδή 
B ⊆ C, b ∈ B συνεπάγεται b ∈ C. `Ετσι έχουµε ότι A ⊆ C και υπάρχει ένα στοιχείο b ∈ C και 
b ∉ A. Εποµένως, A ⊂ C. 
� 
 
Παράδειγµα. `Εστω U = {1, 2, 3, 4, 5}, A = {1, 2, 3}, B = {3, 4}, και C = {1, 2, 3, 4}. Τότε 
µεταξύ των υποσυνόλων ισχύουν οι εξής σχέσεις: 
 
(α) A ⊆ C 
(β) A ⊂ C 
(γ) Β ⊂ C 
(δ) A ⊆ A 
(ε) Β ⊄ Α 
 
Ορισµός 2.3 Το κενό σύνολο ( ∅ ή {}) είναι ένα σύνολο το οποίο δεν περιέχει στοιχεία.  
 
Θεώρηµα 2.2 Για κάθε σύνολο Α, έχουµε ότι ∅ ⊆ Α και ότι ∅ ⊂ Α αν Α ≠ ∅. 
 
Απόδειξη. `Εστω ότι το κενό σύνολο δεν είναι υποσύνολο του Α. Τότε υπάρχει κάποιο 
στοιχείο x  το οποίο ανήκει στο κενό σύνολο και δεν ανήκει στο Α. Αλλά δεν είναι δυνατόν 
να υπάρχει κάποιο στοιχείο το οποίο ανήκει στο  κενό σύνολο. `Αρα, ∅ ⊆ Α.  

Αν Α ≠ ∅, τότε υπάρχει κάποιο στοιχείο x το οποίο ανήκει στο Α και δεν µπορεί να 
ανήκει στο κενό σύνολο. `Αρα, ∅ ⊂ Α. 
� 
 
Ορισµός 2.4 `Εστω Α ένα σύνολο από το σύνολο αναφοράς . Το δυναµοσύνολο P(Α) (ή 2Α ) 
του συνόλου Α είναι το σύνολο όλων των υποσυνόλων του Α. 
 
Παράδειγµα. `Εστω Α={1, 2, 3 ,4}. Τότε P(Α) = { ∅, {1}, {2}, {3}, {4}, {1,2}, {1,3}, 
{1,4}, {2,3}, {2,4}, {3,4}, {1,2,3}, {1,3,4}, {1,2,4}, {2,3,4}, {1,2,3,4}}. Γενικά, αν το Α έχει 
n στοιχεία ( |Α| = n ), τότε έχει 2n υποσύνολα ( |P(Α)| = 2n ). 
 
 
2.2 Οι Νόµοι της Θεωρίας Συνόλων 
 
Ορισµός 2.5 Αν Α, Β ⊆ U, τότε ορίζουµε: 
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α) Την ένωση Α ∪ Β των Α και Β: 
 

Α ∪ Β = {x | x ∈ A  ∨ x ∈ B} 
 

β) Την τοµή Α ∩ Β των Α και Β: 
 

Α ∩ Β = {x | x ∈ A  ∧ x ∈ B} 
 

γ) Τη συµµετρική διαφορά Α ∆ Β των Α και Β: 
 

Α ∆ Β =  {x | x ∈ Α ∪ Β ∧ x  ∉ Α ∩ Β} 
 

 
Παρατηρούµε ότι αν Α, Β ⊆ U, τότε Α ∪ Β, Α ∩ Β, Α ∆ Β ⊆ P(U). Εποµένως, οι πράξεις ∪,  
∩,  ∆ είναι δυαδικές πράξεις στο P(U). Με άλλα λόγια, το P(U) είναι κλειστό ως προς αυτές 
τις πράξεις. 
 
Ορισµός 2.6 `Εστω Α, Β ⊆ U. Τα Α, Β καλούνται ξένα µεταξύ τους αν Α ∩ Β = ∅. 
 
Θεώρηµα 2.3 Αν Α, Β ⊆ U, τότε τα Α, Β είναι ξένα µεταξύ τους αν και µόνον αν Α ∪ Β = Α 
∆ Β. 
 
Ορισµός 2.7 Αν Α ⊆ U, τότε το συµπλήρωµα (U - Α  ή ⎯Α  ή ¬Α) του Α είναι το σύνολο  {x | 
x ∈ U ∧ x ∉ Α}. 
 
Για κάθε σύνολο αναφοράς U και κάθε Α ⊆ U  έχουµε ότι ⎯Α ⊆ U. Εποµένως, το P(U) είναι 
κλειστό και ως προς την πράξη του συµπληρώµατος. 
 
Ορισµός 2.8 Αν Α, Β ⊆ U, τότε το σχετικό συµπλήρωµα  (ή η διαφορά)  Β - Α  του συνόλου 
Α ως προς το σύνολο Β είναι το σύνολο  {x | x ∈ Β ∧ x ∉ Α}. 
 
Θεώρηµα 2.4 `Εστω Α, Β ⊆ U. Τότε οι ακόλουθες προτάσεις είναι ισοδύναµες: 
 
α) Α  ⊆ Β 
β) Α ∪ Β = Β 
γ) Α ∩ Β = Α 
δ)⎯Β  ⊆ ⎯Α 
 
Απόδειξη. Για να αποδείξουµε το θεώρηµα θα δείξουµε  ότι (α) ⇒ (β), (β) ⇒ (γ),  (γ) ⇒ (δ) 
και (δ) ⇒ (α). 
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(i)  (α) ⇒ (β) Αν Α και Β είναι δύο οποιαδήποτε σύνολα, τότε Β ⊆ Α ∪ Β. Αρκεί εποµένως, 
να δείξουµε ότι Α ∪ Β ⊆ Β. Αλλά αν  x ∈ Α ∪ Β τότε x ∈ Α ή x ∈ Β. και επειδή Α  ⊆ Β, 
και στις δύο περιπτώσεις x ∈ Β. `Αρα Α ∪ Β = Β. 

 
(ii) (β) ⇒ (γ) Αν Α και Β είναι δύο οποιαδήποτε σύνολα, τότε Α ∩ Β ⊆ Α. Αρκεί εποµένως,  

να δείξουµε ότι Α ⊆ Α ∩ Β. Αλλά επειδή Α ∪ Β = Β,  x ∈ Α ⇒ x ∈ Α ∪ Β ⇒ x ∈ Β ⇒ x 
∈ Α ∩ Β. Εποµένως,  Α = Α ∩ Β. 

 
(iii) (γ) ⇒ (δ)  x ∈⎯Β ⇒ x ∉ Β ⇒ x ∉ Α ∩ Β.  Επειδή Α ∩ Β = Α, x ∉ Α ∩ Β ⇒ x ∉ Α ⇒ x 

∈⎯Α. Εποµένως, ⎯Β  ⊆ ⎯Α. 
 
(iv) (δ) ⇒ (α)  x ∈ Α ⇒ x ∉⎯Α, και επειδή ⎯Β  ⊆ ⎯Α, x ∉⎯Α ⇒ x ∉⎯Β ⇒ x ∈ Β. Εποµένως, 

Α  ⊆ Β. 
 
 
Ορισµός 2.9 `Ενας διαµελισµός (partition) ενός µη κενού συνόλου Α είναι ένα υποσύνολο Π 
του δυναµοσυνόλου 2Α  τέτοιο ώστε το κενό σύνολο δεν είναι στοιχείο του Π και κάθε 
στοιχείο του Α ανήκει σε ένα και µόνον ένα σύνολο του Π. ∆ηλαδή, Π είναι ένας 
διαµελισµός του Α εάν Π είναι ένα σύνολο υποσυνόλων του Α τέτοιο ώστε: 
 
1.  Κάθε στοιχείο του Π είναι µη κενό σύνολο. 
 
2.  Τα σύνολα του Π είναι ξένα  µεταξύ τους. 
 
3.  Η ένωση των συνόλων του Π είναι το σύνολο Α. 
 
Παράδειγµα. Το σύνολο {{1, 2}, {3}, {4}} είναι ένας διαµελισµός του {1, 2, 3, 4}, ενώ το 
σύνολο {{1, 2, 3}, {3, 4} δεν είναι. Τα σύνολα των περιττών και των αρτίων φυσικών 
αριθµών αποτελούν ένα διαµελισµό του συνόλου των φυσικών αριθµών. 
� 
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Οι  Νόµοι της Θεωρίας Συνόλων 
 

1.  ¬(¬Α) = Α                                                        Νόµος διπλού συµπληρώµατος 
 
2.  ¬(Α ∪ Β) = ¬Α ∩ ¬Β                                       Νόµοι De Morgan 
¬(Α ∩ Β) = ¬Α ∪ ¬Β 
 
3.  Α ∪ Β = B ∪ A                                                 Αντιµεταθετικοί Νόµοι 
Α ∩ Β = B ∩ A 
 
4.  Α ∪ (B ∪ C) = (A ∪ B) ∪ C                            Προσεταιριστικοί Νόµοι 
Α ∩ (B ∩ C) = (A ∩ B) ∩  C 
 
5.  Α ∪ (B ∩ C) = (A ∪ B) ∩ (A ∪ C)                  Επιµεριστικοί  Νόµοι 
A ∩ (B ∪ C) = (Α ∩ B) ∪ (A ∩ C) 
 
6.  Α ∪ A = Α  
A ∩ Α = A 
 
7.  Α ∪ ∅ = A  
Α ∩ U  = A 
 
8.  Α ∪ ¬A = U                                                      Νόµοι συµπληρώµατος 
Α ∩ ¬A = ∅ 
 
9.  Α ∪ U = U  
A ∩ ∅ = ∅ 
 
10. Α ∪ (A ∩ B) = Α                                               Νόµοι απορρόφησης 
 A ∩ (Α ∪ B) = A  
 

 
  

Στη συνέχεια θα αποδείξουµε δύο από τους παραπάνω νόµους. Πρώτα, θα αποδείξουµε ότι 
¬(Α ∪ Β) = ¬Α  ∩ ¬Β. 
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Απόδειξη. `Εστω x ∈ U. Τότε x ∈ ¬(Α ∪ Β) ⇒ x ∉ Α ∪ Β ⇒ x ∉ Α και x ∉ Β ⇒ x ∈  ¬Α 
και x ∈ ¬Β ⇒ x ∈ ¬Α ∩ ¬Β. Εποµένως, ¬(Α ∪ Β) ⊆ ¬Α ∩ ¬Β. Για να δείξουµε την 
αντίθετη κατεύθυνση, αρκεί να παρατηρήσουµε ότι ισχύει και η αντίθετη κατεύθυνση κάθε 
µιας από τις παραπάνω ταυτολογικές συνεπαγωγές. ∆ηλαδή, x ∈ ¬Α ∩ ¬Β ⇒ x ∈  ¬Α και x 
∈ ¬Β ⇒ x ∉ Α και x ∉ Β ⇒ x ∉ Α ∪ Β ⇒ x ∈ ¬(Α ∪ Β). Εποµένως, ¬Α ∩ ¬Β ⊆ ¬(Α ∪ 
Β). `Αρα ¬(Α ∪ Β) = ¬Α ∩ ¬Β. 
� 
 
Θα αποδείξουµε τώρα,  ότι A ∩ (B ∪ C) = (Α ∩ B) ∪ (A ∩ C). 
 
Απόδειξη. Για κάθε x ∈ U, x ∈ A ∩ (B ∪ C) ⇔ ( x ∈ A) και ( x ∈ B ∪ C) ⇔ ( x ∈ A) και ( 
x ∈ B ή x ∈ C) ⇔ ( x ∈ A και  x ∈ B )  ή (x ∈ A και x ∈ C) ⇔ ( x ∈ A ∩ B )  ή (x ∈ A ∩ C) 
⇔  x ∈ (Α ∩ B) ∪ (A ∩ C). Οι παραπάνω ταυτολογικές ισοδυναµίες εξασφαλίζουν ότι το 
σύνολο A ∩ (B ∪ C) είναι υποσύνολο του (Α ∩ B) ∪ (A ∩ C) και ανίστροφα. `Αρα ισχύει 
η ισότητα A ∩ (B ∪ C) = (Α ∩ B) ∪ (A ∩ C). 
� 
 
Παράδειγµα.  Απλοποιείστε την έκφραση  ¬[ ¬[(Α ∪ Β) ∩ C ] ∪  ¬Β ]. 
 
Βήµα                                                          Αιτιολόγηση 
1.  ¬[ ¬[(Α ∪ Β) ∩ C ] ∪  ¬Β ]  
2.  ¬[ ¬[(Α ∪ Β) ∩ C ] ] ∩ ¬[¬Β ]            Νόµος De Morgan 
3.  [(Α ∪ Β) ∩ C ]  ∩ Β                              Νόµος ∆ιπλού Συµπληρώµατος 
4.  (Α ∪ Β) ∩ (C  ∩ Β)                               Προσεταιριστικός Νόµος 
5.  (Α ∪ Β) ∩ (Β  ∩ C)                               Αντιµεταθετικός Νόµος 
6.  [(Α ∪ Β) ∩ Β ] ∩ C                               Προσεταιριστικός Νόµος 
7.  Β  ∩ C                                                   Νόµος Απορρόφησης 
� 
 
Ορισµός 2.10 `Εστω Χ  ⊆ U ένα σύνολο το οποίο σχηµατίζεται από ένα πεπερασµένο αριθµό 
συνόλων και τις πράξεις ∪ και  ∩. Το δυϊκό Χd του Χ είναι ένα υποσύνολο του U, το οποίο 
παίρνουµε αν αντικαταστήσουµε κάθε εµφάνιση της ∪ (∩) στο Χ µε την ∩ (αντίστοιχα, µε 
την  ∪), και κάθε εµφάνιση του U  (∅) στο Χ µε το ∅ (αντίστοιχα, µε το U).  
 
Θεώρηµα 2.5 (Αρχή του ∆υϊσµού). `Εστω Χ, Y  ⊆ U, όπου Χ και Υ δύο σύνολα τέτοια ώστε 
να ικανοποιούν την υπόθεση του προηγουµένου ορισµού. Τότε, αν Χ = Υ, τότε Χd = Υd. 
 
Η αρχή του δυϊσµού είναι χρήσιµη στην απόδειξη των παραπάνω νόµων. Για κάθε ζευγάρι 
νόµων, είναι αρκετό να αποδεικνύουµε έναν από τους δύο νόµους, και κατόπιν να 
επικαλούµαστε την παραπάνω αρχή για την απόδειξη και του άλλου. Ως τόσο, θα πρέπει να 
είµαστε προσεκτικοί µε την εφαρµογή της αρχής του δυϊσµού διότι δεν µπορούµε να την 
εφαρµόσουµε σε συγκεκριµένες περιπτώσεις ισότητας συνόλων αλλά µόνον σε γενικά 
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αποτελέσµατα (θεωρήµατα). Για παράδειγµα, αν Α = {1, 2, 3, 4}, Β = {1, 2, 3, 5}, C = {1, 2}, 
D = {1,3}, τότε 

Α ∩ Β = {1, 2, 3} = C ∪ D 
 
Ως τόσο,  δεν µπορούµε να συµπεράνουµε ότι (Α ∩ Β )d = (C ∪ D)d, ότι δηλαδή Α ∪ Β = = C 
∩ D, διότι Α ∪ Β = {1, 2, 3, 4, 5} ενώ C ∩ D = {1}. Ο λόγος για τον οποίο δεν µπορεί να 
εφαρµοσθεί η αρχή του δυϊσµού στο συγκεκριµένο παράδειγµα, είναι ότι η ισότητα Α ∩ Β = 
C ∪ D (αν και ισχύει στο συγκεκριµένο παράδειγµα) δεν ισχύει γενικώς (για κάθε δηλαδή 
τετράδα συνόλων Α,Β, C, D στο σύνολο αναφοράς U). 
 
Παράδειγµα. `Εστω ότι θέλουµε να βρούµε την δυϊκή της πρότασης Α ⊆ Β (Α, Β ⊆ U). Θα 
χρησιµοποιήσουµε το Θεώρηµα 2.4 και συγκεκριµένα ότι η πρόταση Α  ⊆ Β είναι ισοδύναµη 
µε την Α ∪ Β = Β, όταν Α, Β ⊆ U.  

 
Η δυϊκή της πρότασης Α ∪ Β = Β είναι η Α ∩ Β = Β. Αλλά Α ∩ Β = Β  ⇔ Β ⊆ Α. 

Εποµένως, η δυϊκή πρόταση της Α  ⊆ Β είναι η  Β ⊆ Α. 
� 
 
∆ιαγράµµατα Venn. Τα διαγράµµατα  Venn ονοµάσθησαν έτσι προκειµένου να τιµηθεί ο 
`Αγγλος Μαθηµατικός Venn (1834-1883). `Ενα διάγραµµα Venn κατασκευάζεται ως εξής: 
Το σύνολο αναφοράς παριστάνεται µε την εσωτερική επιφάνεια ενός ορθογωνίου, ενώ τα 
υποσύνολά του παριστάνονται µε την  εσωτερική επιφάνεια  κύκλων ή άλλων κλειστών 
καµπυλών. Το σχήµα 2.1 δείχνει δύο διαγράµµατα Venn. Η γραµµοσκιασµένη περιοχή του 
σχήµατος 2.1(α) παριστάνει το σύνολο Α ενώ η µη γραµµοσκιασµένη περιοχή παριστάνει το 
σύνολο ⎯Α.  Στο σχήµα 2.1(β), η περιοχή 3 παριστάνει το σύνολο Α ∩ Β, οι περιοχές 2, 3, 
και 4 µαζί παριστάνουν το σύνολο Α ∪ Β, ενώ η περιοχή 1 παριστάνει το συµπλήρωµα του 
συνόλου Α ∪ Β δηλαδή, το σύνολο ⎯Α ∩⎯Β.  
 
     U                                                                  U 
                                                                                                                     1 
                   Α                                                          Α                               Β 
                                                                                          2     3     4 
 
 
                            (α)                                                              (β) 

 
Σχήµα 2.1 

 
Παρατηρούµε ότι κάθε µία από τις τέσσερες περιοχές του διαγράµµατος του σχήµατος 2.1(β) 
αντιστοιχεί σε ένα σύνολο της µορφής S1 ∩ S2 όπου το S1 αντικαθίσταται είτε µε το Α ή µε το 
⎯Α  και το S2 αντικαθίσταται είτε µε το Β ή µε το⎯Β. Τα διαγράµµατα Venn µπορούν να 
χρησιµοποιηθούν προκειµένου να δειχθεί ότι δύο (ή και περισσότερα) σύνολα είναι ίσα 
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µεταξύ τους. Για παράδειγµα, τα διαγράµµατα αυτά µπορούν να χρησιµοποιηθούν για την 
απόδειξη των νόµων DeMorgan,  καθώς επίσης και των άλλων νόµων της Θεωρίας Συνόλων.  
 

`Ενας άλλος τρόπος για να δείχνουµε  ότι δύο (ή και περισσότερα) σύνολα είναι ίσα 
µεταξύ τους, είναι µε την χρήση των χαρακτηριστικών πινάκων (membership tables). 
Παρατηρούµε ότι αν Α, Β ⊆ U και x ∈ U τότε το x ικανοποιεί µία από τις παρακάτω 
καταστάσεις: 

 
α) x ∉ Α, x ∉ Β 
β) x ∉ Α, x ∈ Β 
γ) x ∈ Α, x ∉ B 
δ) x ∈ Α, x ∈ B 
 

Αν το x ανήκει σε κάποιο σύνολο, τότε γράφουµε 1 στη στήλη του χαρακτηριστικού πίνακα 
µέλους, ο οποίος αντιστοιχεί στο σύνολο αυτό. ∆ιαφορετικά (το x δεν ανήκει στο σύνολο), 
γράφουµε 0. Οι παρακάτω πίνακες (α) και (β)  είναι οι  χαρακτηριστικοί πίνακες  των 
συνόλων Α ∩ Β, Α ∪ Β και ⎯Α (συµπλήρωµα του Α) αντίστοιχα. 
 
 
        Α         Β      Α ∩ Β        Α ∪ Β                                         Α      ⎯Α 
         
        0          0           0                0                                              0         1 
        0          1           0                1                                              1         0 
        1          0           0                1 
        1          1           1                0                                      
                                                                                             Πίνακας (β) 

           Πίνακας (α)  
 
Παρατηρούµε ότι κάθε µία από τις τέσσερες γραµµές του Πίνακα (α) αντιστοιχεί σε µία από 
τις τέσσερες περιοχές του διαγράµµατος Venn του σχήµατος 2.1(β). Οι χαρακτηριστικοί 
πίνακες (όπως και τα διαγράµµατα Venn) µπορούν να χρησιµοποιηθούν προκειµένου να 
δειχθεί ότι δύο (ή και περισσότερα) σύνολα είναι ίσα µεταξύ τους. `Ετσι, οι χαρακτηριστικοί 
πίνακες µπορούν για παράδειγµα, να χρησιµοποιηθούν για την απόδειξη των νόµων της 
Θεωρίας Συνόλων.  
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2.3 Σχέσεις και Συναρτήσεις 
 
Το διατεταγµένο ζεύγος (α,β) δύο αντικειµένων α και β διαφέρει από το σύνολο {α,β} στα 
εξής δύο σηµεία: 
 
1.  Η σειρά µε την οποία δίνονται τα στοιχεία  έχει σηµασία  στην περίπτωση του 

διατεταγµένων ζευγών ενώ δεν έχει στην περίπτωση των συνόλων. `Ετσι, τα διατεταγµένα 
ζεύγη (α,β) και (β,α) είναι διαφορετικά µεταξύ τους, ενώ στην περίπτωση του συνόλου 
{α,β}={β,α}.   

 
2.  Τα µέλη ενός διατεταγµένου ζεύγος δεν είναι απαραίτητο να είναι ξένα µεταξύ τους. Τα 

διατεταγµένα ζεύγη (α,β) και (γ,δ) είναι ίσα µεταξύ τους αν α=γ και β=δ. 
 
Ορισµός 2.11 Το καρτεσιανό γινόµενο Α × Β δύο συνόλων Α και Β ορίζεται σαν το σύνολο 
όλων των διατεταγµένων ζευγών (α,β) όπου α ∈ Α και β ∈ Β. Για παράδειγµα, {α,β,γ} × 
{1,2}= {(α,1), (α,2), (β,1), (β,2), (γ,1), (γ,2)}. 
 
Ορισµός 2.12 Μια δυαδική σχέση πάνω στα σύνολα Α και Β είναι ένα υποσύνολο του 
καρτεσιανού γινοµένου Α × Β. Για παράδειγµα το σύνολο {(α,2), (β,1), (γ,2)} είναι µια 
δυαδική σχέση πάνω στα σύνολα {α,β,γ} και  {1,2}. 
 
Η έννοια του διατεταγµένου ζεύγους µπορεί να επεκταθεί σε περισσότερα από δύο στοιχεία 
και έτσι, έχουµε τις διατεταγµένες τριάδες, τετράδες, κ.λ.π. Επίσης, οι έννοιες του 
καρτεσιανού γινοµένου και της δυαδικής σχέσης µπορούν να επεκταθούν σε περισσότερα 
των δύο συνόλων. `Ετσι, µπορούµε να αναφερόµαστε στο καρτεσιανό γινόµενο A1 × A2 × … 
× An  των n συνόλων A1, A2, …, An, και στη n-αδική σχέση των συνόλων A1,  A2,  … , An.  
 
Ορισµός 2.13 Μια συνάρτηση ή απεικόνηση f από ένα σύνολο Α σε ένα σύνολο Β γράφεται f: 
Α → Β, και είναι µια δυαδική σχέση R πάνω στα Α και Β τέτοια ώστε κάθε στοιχείο  του 
συνόλου Α εµφανίζεται σε ένα µόνο διατεταγµένο ζεύγος της σχέσης R (δηλαδή, σε κάθε a ∈ 
Α αντιστοιχεί ένα µοναδικο b ∈ Β).  
 
Συχνά γράφουµε f(a) = b  όταν (a,b) είναι ένα διατεταγµένο ζεύγος της R. Το b ονοµάζεται 
εικόνα του a κάτω από την συνάρτηση f.  
 
Ορισµός 2.14 Αν f: Α → Β, τότε το σύνολο Α καλείται πεδίο ορισµού της f, ενώ το 
υποσύνολο του Β το οποίο περιέχει κάθε στοιχείο b ∈ Β για το οποίο υπάρχει a ∈ Α τέτοιο 
ώστε f(a) = b, καλείται πεδίο τιµών της συνάρτησης f και γράφεται f(A).  
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Παράδειγµα. `Εστω Α={1, 2, 3} και Β={w, x, y, z}. Η f = {(1,w), (2,x), (3,x)} είναι µια 
συνάρτηση και εποµένως µια δυαδική σχέση από το Α στο Β. Το πεδίο ορισµού της f είναι το 
{1, 2, 3}ενώ το πεδίο τιµών είναι το {w, x}. 
� 
 
Ορισµός 2.15 Αν f: Α → Β και Α1 ⊆ Α, τότε 
 

f(A1) = {b ∈ B | b = f(a) για κάποιο a ∈ A1} 
 

και το  f(A1) καλείται εικόνα  του υποσυνόλου Α1 κάτω από την f.  
 
Παράδειγµα. `Εστω f: R → R, f(x) = x2. Τότε f(R) είναι το διάστηµα [0, +∝). Η εικόνα του 
συνόλου των ακεραίων Z κάτω από την f είναι το σύνολο f(Z) = {0, 1, 4, 9, 16, …}. 
� 
 
Ορισµός 2.16 Μια συνάρτηση f: Α → Β καλείται ένα-προς-ένα αν κάθε στοιχείο του 
συνόλου Β εµφανίζεται το πολύ  µια φορά σαν εικόνα ενός στοιχείου του Α. 
 
Παράδειγµα. `Εστω Α={1, 2, 3} και Β={1, 2, 3, 4, 5}. Η συνάρτηση  
 

f = {(1,1), (2,3), (3,4)} 
 

είναι ένα-προς-ένα, ενώ η συνάρτηση  
 

g = {(1,1), (2,3), (3,3)}  
 

δεν είναι ένα-προς-ένα διότι g(2) = g(3). 
� 
 
Ορισµός 2.17 Μια συνάρτηση f: Α → Β καλείται επί αν f(Α) = Β, δηλαδή, αν για κάθε b ∈ Β 
υπάρχει τουλάχιστον ένα στοιχείο a ∈ Α τέτοιο ώστε f(a) = b. 
 
Παράδειγµα. `Εστω Α = {1, 2, 3, 4} και Β = {x, y, z}. Η συνάρτηση f = {(1,z), (2,y), (3,x), 
(4,y)} είναι επί, ενώ η συνάρτηση g = {(1,x), (2,x), (3,y), (4,y)} δεν είναι επί διότι g(Α) = {x, 
y} ⊂ Β. 
� 
 
Ορισµός 2.18 `Εστω R  ⊆ A × A µια δυαδική σχέση πάνω στο σύνολο Α.  Η σχέση R 
καλείται: 
 
1.  Ανακλαστική αν (α, α) ∈ R για κάθε α ∈ Α. 
2.  Συµµετρική αν (α, β) ∈ R → (β, α) ∈ R 
3.  Αντισυµµετρική αν (α, β) ∈ R ∧ α ≠ β → (β, α) ∉ R 
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4.  Μεταβατική αν (α, β) ∈ R ∧ (β, γ) ∈ R → (α, γ) ∈ R 
 
Παράδειγµα. `Εστω Α το σύνολο των ανθρώπων. Τότε η σχέση    
 

{ (α, β): α, β ∈ Α και ο α είναι ο πατέρας του β} 
 

είναι αντισυµµετρική και δεν είναι µεταβατική, ενώ η σχέση 
 

{ (α, β): α, β ∈ Α και ο α είναι πρόγονος του β} 
 

είναι µεταβατική. 
� 
 
Ορισµός 2.19  Μια σχέση R  ⊆ A × A καλείται µερική διάταξη αν είναι ανακλαστική, 
αντισυµµετρική και µεταβατική. Μια µερική διάταξη είναι ολική διάταξη αν για κάθε α, β ∈ 
Α, είτε (α, β) ∈ R ή (β, α) ∈ R. 
 
Παράδειγµα. Η σχέση “µικρότερο ή ίσο (≤ )” ορισµένη πάνω στο σύνολο των ακεραίων 
είναι ολική διάταξη.  

Αν Α το σύνολο των ανθρώπων και θεωρήσουµε ότι κάθε άνθρωπος είναι πρόγονος 
του εαυτού του, τότε η σχέση 

 
{ (α, β): α, β ∈ Α και ο α είναι πρόγονος του β} 

 
είναι µερική διάταξη αλλά δεν είναι ολική διάταξη. 
� 
 
Ορισµός 2.20  Μια σχέση R  ⊆ A × A καλείται σχέση ισοδυναµίας αν είναι ανακλαστική, 
συµµετρική και µεταβατική. 
 
Παράδειγµα. Αν n θετικός ακέραιος τότε η σχέση R modulo n,  η οποία ορίζεται πάνω στο 
σύνολο των ακεραίων ως (α, β) ∈ R αν “α - β είναι πολλαπλάσιο του n”, είναι µια σχέση 
ισοδυναµίας. Αν n = 7, τότε (9, 2) ∈ R, (-3, 11) ∈ R, ενώ (3, 7) ∉ R. 
� 
 
Μια σχέση ισοδυναµίας R πάνω σε ένα σύνολο Α “διαµελίζει” το σύνολο σε ένα σύνολο 
κλάσεων οι οποίες καλούνται κλάσεις ισοδυναµίας. ∆οθείσης της σχέσης R συνήθως 
γράφουµε [α] για να δηλώσουµε την κλάση ισοδυναµίας που περιέχει το στοιχείο α. ∆ηλαδή,  
 

[α] = {β: (α, β) ∈ R} 
 

ή επειδή η R είναι συµµετρική,  
[α] ={β: (β, α) ∈ R} 
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Θεώρηµα 2.6 `Εστω R µια σχέση ισοδυναµίας πάνω στο σύνολο Α. Τότε οι κλάσεις 
ισοδυναµίας της R αποτελούν έναν διαµελισµό του Α. 
 
Απόδειξη. `Εστω Π={[α]: α ∈ Α}. Πρέπει να δείξουµε ότι τα σύνολα στο Π είναι µη (i) κενά, 
(ii) ξένα µεταξύ τους, και (iii) η ένωσή τους είναι το σύνολο Α.  
 

(i)  ̀Ολες οι κλάσεις ισοδυναµίας είναι µη κενές διότι λόγω της ανακλαστικής ιδιότητας 
α ∈ [α], για κάθε α ∈ Α.  

 
(ii) Προκειµένου να δείξουµε ότι οι κλάσεις ισοδυναµίας είναι ξένες µεταξύ τους, 

θεωρούµε οποιεσδήποτε δύο κλάσεις [α] και [β], οι οποίες  δεν ταυτίζονται, και 
υποθέτουµε ότι [α] ∩ [β]  ≠ ∅.  Εποµένως, υπάρχει κάποιο στοιχείο γ τέτοιο ώστε γ 
∈ [α] ∩ [β]. `Αρα, (α, γ) ∈ R και (γ, β) ∈ R. Επειδή η R είναι µεταβατική, (α, β) ∈ 
R, και επειδή η R είναι συµµετρική (β, α) ∈ R. `Εστω δ ∈ [α]. Τότε, (δ, α) ∈ R και 
λόγω της µεταβατικής ιδιότητας (δ, β) ∈ R. Εποµένως, δ ∈ [β], και [α] ⊆ [β]. Με 
τον ίδιο τρόπο µπορούµε να δείξουµε ότι [β] ⊆ [α]. Συνεπώς, [α] = [β]. Αλλά αυτό 
είναι αντιφατικό µε την υπόθεση ότι οι [α] και [β] δεν ταυτίζονται. `Αρα, [α] ∩ [β]  
= ∅. 

 
(iii) Για να δείξουµε ότι η ένωσή των συνόλων στο Π είναι το σύνολο Α αρκεί να 

παρατηρήσουµε ότι επειδή η R είναι ανακλαστική, α ∈ [α], για κάθε α ∈ Α. 
Εποµένως, κάθε στοιχείο του Α ανήκει σε κάποιο σύνολο του Π. 

� 
 
Από το παραπάνω θεώρηµα  µπορούµε να συµπεράνουµε ότι δοθείσης µιας σχέσης 
ισοδυναµίας R, µπορούµε να κατασκευάσουµε τον αντίστοιχο διαµελισµό Π. Για 
παράδειγµα, έστω 
 

R = { (α, β): α, β είναι άνθρωποι  και έχουν τους ίδιους γονείς } 
 

Τότε, οι κλάσεις ισοδυναµίας της R είναι υποσύνολα ατόµων τα οποία είναι αδέλφια. 
 
 
2.4 Πεπερασµένα και `Απειρα Σύνολα 
 
Ορισµός 2.21 ∆ύο σύνολα Α και Β καλούνται ισάριθµα αν υπάρχει µια ένα-προς-ένα και επί 
συνάρτηση f: Α → Β. 
 
`Ενα σύνολο είναι πεπερασµένο αν είναι ισάριθµο µε το σύνολο {1,2, … n} για κάποιο 
φυσικό αριθµό n. Αν τα σύνολα Α και {1,2, … n} είναι ισάριθµα, τότε λέµε ότι ο πληθικός 
αριθµός του Α είναι n, και γράφουµε |Α|=n.  
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`Ενα σύνολο καλείται άπειρο αν δεν είναι πεπερασµένο. Για παράδειγµα, το σύνολο 
των φυσικών αριθµών είναι άπειρο.  
 
Ορισµός 2.22 `Ενα σύνολο καλείται αριθµήσιµα άπειρο αν είναι ισάριθµο µε το σύνολο Ν 
των φυσικών αριθµών. `Ενα σύνολο καλείται αριθµήσιµο αν είναι πεπερασµένο ή αριθµήσιµα 
άπειρο. `Ενα σύνολο το οποίο δεν είναι αριθµήσιµο, καλείται µη αριθµήσιµο. 
 
Προκειµένου να δείξουµε ότι ένα σύνολο Α είναι αριθµήσιµα άπειρο είναι αρκετό να 
δείξουµε ότι υπάρχει µια ένα-προς-ένα και επί συνάρτηση µεταξύ του Α και ενός αριθµήσιµα 
άπειρου συνόλου Β. Επειδή το Β είναι ισάριθµο µε το σύνολο των φυσικών αριθµών Ν, θα 
έχουµε τότε δείξει ότι τα Α και Ν είναι ισάριθµα. 
 
Παράδειγµα. `Εστω Α ένα αριθµήσιµα άπειρο  σύνολο και Β ένα άπειρο υποσύνολο του Α. 
Θα δείξουµε ότι το Β είναι αριθµήσιµα άπειρο. 
 
Απόδειξη. Αφού το Α είναι αριθµήσιµα άπειρο υπάρχει µια ένα-προς-ένα και επί συνάρτηση 
f: Ν → Α, τέτοια ώστε αν Α= {α0, α1, … }, f(i) = αi. `Εστω ότι τα στοιχεία του συνόλου Β 
παρατίθενται µε την σειρά κατά την οποία παρατίθενται τα στοιχεία του συνόλου Α. ∆ηλαδή, 
έστω ότι Β={α3, α19, α35, …} (παραλείπονται τα στοιχεία του Α που δεν ανήκουν στο Β). 
Θεωρούµε την εξής ένα-προς-ένα και επί συνάρτηση g: Ν → Β : g(0) = α3 , g(1) = α19 , g(2) = 
α35, και γενικά, g(n) = αm, όπου m είναι ο ελάχιστος αριθµός ο οποίος ικανοποιεί τη σχέση 
|{α0, α1, …, αm} ∩ Β| = n+1. Τέτοιο m υπάρχει για κάθε n, διότι το Β είναι ένα άπειρο 
υποσύνολο του Α. 
� 
 
Παράδειγµα. Η ένωση πεπερασµένου αριθµού αριθµήσιµα άπειρων συνόλων είναι 
αριθµήσιµα άπειρο σύνολο.  
 
Θα αποδείξουµε την παραπάνω πρόταση για δύο αριθµήσιµα σύνολα Α και Β. Η απόδειξη 
µπορεί εύκολα να γενικευθεί για οποιονδήποτε (πεπερασµένο) αριθµό συνόλων.  
 
Απόδειξη.  `Εστω ότι Α= {α0, α1, … } και Β= {β0, β1, … }. Τα στοιχεία του συνόλου Α ∪ Β 
παρατίθενται ως εξής: α0, β0, α1, β1, … Θεωρούµε την εξής ένα-προς-ένα και επί συνάρτηση 
g: Ν → Α ∪ Β : g(0) = α0, g(1) = β0 , g(2) = α1, g(3)=β1, κ.ο.κ. 
� 
 
Παράδειγµα. Κατά παρόµοιον τρόπο µε αυτόν του προηγουµένου παραδείγµατος, µπορούµε 
να δείξουµε η ένωση αριθµήσιµα άπειρου αριθµού αριθµήσιµα άπειρων συνόλων είναι 
αριθµήσιµα άπειρο σύνολο. Σαν παράδειγµα, θα δείξουµε ότι το σύνολο Ν × Ν είναι 
αριθµήσιµα άπειρο. Το σύνολο Ν × Ν είναι η ένωση των συνόλων {0} × Ν, {1} × Ν, {2} × 
Ν, …, δηλαδή,  αποτελεί την ένωση ενός αριθµήσιµα άπειρου αριθµού αριθµήσιµα άπειρων 
συνόλων. 
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Απόδειξη. Αρκεί να δείξουµε έναν τρόπο παράθεσης των στοιχείων των συνόλων {0} × Ν, 
{1} × Ν, {2} × Ν, …, ο οποίος θα εξασφαλίζει ότι θα παρατεθούν όλα τα στοιχεία όλων των 
συνόλων. Επειδή ο αριθµός των συνόλων αυτών είναι αριθµήσιµα άπειρος, δεν µπορούµε 
(όπως κάναµε στο προηγούµενο παράδειγµα) να παραθέσουµε ένα στοιχείο από κάθε σύνολο 
πριν παραθέσουµε το δεύτερο στοιχείο του πρώτου συνόλου. `Ετσι, η παράθεση των 
στοιχείων γίνεται σε γύρους ως εξής: 
 
1.  Στον πρώτο γύρο, παραθέτουµε το πρώτο στοιχείο του πρώτου συνόλου. Παραθέτουµε 

δηλαδή το στοιχείο (0, 0) του {0} × Ν. 
 
2.  Στο δεύτερο γύρο, παραθέτουµε το δεύτερο στοιχείο του πρώτου συνόλου, και το πρώτο 

στοιχείο του δεύτερου συνόλου.  Παραθέτουµε δηλαδή το στοιχείο (0, 1) του {0} × Ν, και  
το στοιχείο (1, 0) του {1} × Ν. 

 
3.  Στο τρίτο γύρο, παραθέτουµε το τρίτο  στοιχείο του πρώτου συνόλου, το δεύτερο στοιχείο 

του δεύτερου συνόλου, και το πρώτο στοιχείο του τρίτου συνόλου.  Παραθέτουµε δηλαδή 
το στοιχείο (0, 2) του {0} × Ν,  το στοιχείο (1, 1) του {1} × Ν, και το στοιχείο (2, 0) του 
{2} × Ν. 

 
4.  Γενικά, στον n-οστό γύρο, παραθέτουµε το n-οστό στοιχείο του πρώτου συνόλου, το n-1 

στοιχείο του δεύτερου συνόλου, … , και το πρώτο στοιχείο του n-οστού συνόλου. Με 
άλλα λόγια, στον n-οστό γύρο, παραθέτουµε όλα τα ζεύγη (i, j) ∈ Ν × Ν, για τα οποία 
ισχύει ότι i + j = n-1. 

 
Επειδή σε κάθε γύρο παρατίθεται  πεπερασµένος αριθµός ζευγών (n ζεύγη στον n-οστό 
γύρο), κάθε γύρος χρειάζεται πεπερασµένο χρόνο, και εποµένως,  κάθε ζεύγος  αριθµών που 
ανήκει σε κάποιο από τα εν λόγω σύνολα,  θα παρατεθεί.  
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