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ΑΡΜΟΝΙΚΗ ΤΑΛΑΝΤΩΣΗ ΧΩΡΙΣ ΑΠΟΣΒΕΣΗ 

ΑΣΚΗΣΗ 6.1 

Σώμα μάζας kgrm 1  έχει προσδεθεί στην άκρη ενός ελατηρίου και ταλαντώνεται 

επάνω σε οριζόντιο δάπεδο χωρίς τριβή. Εάν η σταθερά του ελατηρίου είναι 

mNtk /25 και το πλάτος της κίνησης cmA 5  να βρεθούν α) η ολική ενέργεια του 

συστήματος, β) η κινητική και η δυναμική ενέργεια όταν το σώμα απέχει από την 

θέση ισορροπίας cmx 4 . γ) Να υπολογιστεί η μέγιστη ταχύτητα max  και μέγιστη 

επιτάχυνση maxa . δ) Όταν το σώμα περνάει από τη θέση ισορροπίας προσκολλάται 

επάνω του μικρό σώμα μάζας gr10 . Να υπολογιστεί το νέο πλάτος της αρμονικής 

ταλάντωσης.           

Λύση: 

 

α) Η μοναδική δύναμη που ασκείται πάνω στο σώμα είναι η δύναμη από το ελατήριο, 

η οποία είναι μία δύναμη επαναφοράς. Με βάση την εξίσωση του Νεύτωνα: 

amF   ή amxk   

οπότε 0 kxxm   

Διαιρώντας και τα δύο μέλη με τη μάζα του σώματος προκύπτει: 0 x
m

k
x  

Εισάγουμε την αντικατάσταση: 
2

0
m

k
 οπότε η διαφορική εξίσωση γίνεται: 

0
2

0  xx   

Η αντικατάσταση 
2

0
m

k
 δεν είναι μόνο ένας νέος βολικός συμβολισμός για το 

πηλίκο 
m

k
 που εμφανίζεται στη διαφορική εξίσωση αλλά έχει φυσικό νόημα: το 0  

παριστάνει την κυκλική συχνότητα.  Πώς αιτιολογείται ένας τέτοιος ισχυρισμός; Η 

απάντηση δίνεται με την βοήθεια της διαστατικής ανάλυσης. Η δύναμη σχετίζεται με 



F
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την απομάκρυνση μέσω της εξίσωσης: 
x

F
kkxF  . Οι διαστάσεις της σταθεράς 

του ελατηρίου είναι: 
][

][
][

x

F
k       























2
][][

][

][
][

T

L
MaMF

x

F
k

     

Κατά συνέπεια οι διαστάσεις του πηλίκου 
m

k
 είναι: 

22

1

TLTM

ML

m

k














 

Από την άλλη πλευρά οι διαστάσεις της κυκλικής συχνότητας είναι: 

Tt

1
][ 




 


  γιατί η γωνία είναι αδιάστατο μέγεθος. Προκύπτει λοιπόν ότι το 

0 και το 
m

k
 έχουν τις ίδιες διαστάσεις και αυτό δικαιολογεί τον ισχυρισμό ότι το 

0  περιγράφει την κυκλική συχνότητα της αρμονικής ταλάντωσης. 

0
2

0  xx   

Η διαφορική εξίσωση που προέκυψε είναι μία ομογενής γραμμική διαφορική 

εξίσωση γιατί το δεύτερο μέλος είναι ίσο με το μηδέν. Για τις ομογενείς γραμμικές 

διαφορικές εξισώσεις η συνάρτηση-λύση είναι της μορφής: tetx ~)( . Δηλαδή η 

συνάρτηση )(tx  είναι ανάλογη του te .  Αυτό θα μπορούσαμε να το γράψουμε σαν 
tcetx )( . Για να μην εισάγουμε άλλη μια σταθερά, η οποία στο τέλος θα 

απαλειφθεί, προτιμάμε να το γράψουμε σαν tetx ~)( . Παραγωγίζοντας προκύπτει 

ότι: 

tetx ~)('    και    tetx 2~)(''  

Αντικαθιστώντας την έκφραση αυτή στη διαφορική εξίσωση αυτή γίνεται:  

0
2

0

2  tt ee    ή 0
2

0

2       

Η εξίσωση 0
2

0

2   ονομάζεται χαρακτηριστική εξίσωση της γραμμικής 

διαφορικής και οι ρίζες της είναι:  

  0
2

0

2   i      δηλαδή:    0 i  

Κατά συνέπεια προκύπτουν δύο ανεξάρτητες λύσεις για τη διαφορική εξίσωση οι 

οποίες είναι: ti
etx 0)(1

  και ti
etx 0)(2

 
  

Όταν μία διαφορική εξίσωση έχει δύο ανεξάρτητες λύσεις τότε η συνολική λύση της 

θα είναι ένας γραμμικός συνδυασμός των ανεξάρτητων λύσεων. Κατά συνέπεια η 

συνάρτηση-λύση της διαφορικής εξίσωσης θα είναι: 
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  titi
eetx 00)(

  
 . Στην έκφραση αυτή αντικαθιστούμε τα φανταστικά εκθετικά 

με: tite
ti

00 sincos0 
  και tite

ti

00 sincos0 


  και προκύπτει: 

tittiteetx
titi

0000 sincossincos)( 00  


  ή 

    titeetx

CB

titi

00 sincos)( 00  

   

δηλαδή: tCtBtx 00 sincos)(    

Ένα άθροισμα ημιτόνων και συνημιτόνων, όπως αυτό της ισότητας 

tCtBtx 00 sincos)(   ,  γράφεται με πιο συμπαγή μορφή σαν: 

   tAtx 0cos)(  , όπου   είναι η φάση. 

Παραγωγίζοντας ως προς τον χρόνο προκύπτει η εξίσωση της ταχύτητας. 

   tA
dt

tdx
t 00 sin

)(
)(  

Η κινητική ενέργεια είναι: 

   tmAmK 0

22

0

22 sin
2

1

2

1
 

    tmAK 0

22

0

2 cos1
2

1
 

 














  

2

0

2222

0 cos
2

1

x

tAAmK   

 222

0
2

1
xAmK    

Υπολογισμός της Δυναμικής ενέργειας: 

  dxkxdVdxFdV
dx

dV
F   

 

xV

dxkxdV
00

, όπου έχουμε δεχθεί ότι η δυναμική ενέργεια είναι 0 όταν η θέση του 

σώματος είναι 0x .  

2

2

1
xkV  . Η ολική ενέργεια είναι:   22

0

222

0
2

1

2

1
xmxAmVKE    

ή 22

2

1
AmVKE    
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β) Υπολογισμός της κινητικής ενέργειας όταν cmx 4 : 

 222

0
2

1
xAmK   ,    cmA 5      

  JouleK 125,1
2

09,025
04,005,0

1

25
1

2

1 22 


  

γ)  Από την εξίσωση    tAt 00 sin)(   προκύπτει ότι η μέγιστη ταχύτητα 

είναι:  sec/25,0
1

25
05,00max mA   . 

Η συνάρτηση της επιτάχυνσης προσδιορίζεται παραγωγίζοντας την ταχύτητα ως προς 

το χρόνο. 

 


 tA
dt

td
ta 0

2

0 cos
)(

)(  οπότε 

22

0max sec/25,1
1

25
05,0 mAa    

δ)  

Η διαφορική εξίσωση της 

κίνησης μετά την 

ενσωμάτωση της μικρής 

μάζας είναι: 

0


 x
m

k
x


  και η νέα 

κυκλική συχνότητα είναι:   






m

k
΄  

Η κίνηση γίνεται επάνω σε ένα άξονα και η αρχή διατήρησης της ορμής, τη στιγμή 

που το σώμα περνάει από τη θέση ισορροπίας, δίνει: 

0')( 


 


 Am
m

k
Am , λύνοντας ως προς το νέο πλάτος της Α.Τ.: 

k

m

m

k

m

mA
A









'  και 




m

m
AA'  

 

ΑΣΚΗΣΗ 6.2 

Ένα σώμα εκτελεί απλή αρμονική ταλάντωση. Η θέση του δίνεται από τη σχέση: 

   tAtx 0cos)( . Να αποδειχτεί ότι η ισότητα αυτή μπορεί να γραφτεί με τη 
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μορφή:  tCtBtx 00 sincos)(   και να υπολογιστούν οι σταθερές B και C

συναρτήσει των A  και   . Να αποδειχθεί το αντίστροφο.  

Λύση: 

Κάνοντας χρήση της ταυτότητας    sinsincoscoscos   

αντικαθίσταται η ποσότητα   t0cos  στην εξίσωση της θέσης του σώματος:

  )sinsincos(cos)(cos)( 000   ttAtxtAtx  

tCtBtAtAtx

CB

0000 sincossinsincoscos)(      

όπου cos AB  και sin AC  

Αντίστροφα: 

Δίνεται ότι tCtBtx 00 sincos)(    και θα αποδειχθεί ότι:    tAtx 0cos)(  









 t

B

C
tBtx 00 sincos)(       θέτοντας 

B

C
tan  

 ttBtx 00 sintancos)(    

 tt
Btt

Btx

A

00
00 sinsincoscos

coscos

sinsincoscos
)( 












 




 

 ttAtx 00 sinsincoscos)(    ή 

   tAtx 0cos)( , όπου 
cos

B
A   (ε1) 

Αυτό που μένει είναι να υπολογιστεί το πλάτος A  συναρτήσει των B  και C . 

A

C

B

C

A

B

B

C
A

BB
A























 sincostan

tan

cos
cos  ή sin AC  (ε2) 

Υψώνουμε τις εξισώσεις (ε1) και (ε2) στο τετράγωνο και προσθέτουμε κατά μέλη: 































 

  
1

22222

222

222

cossin
cos

sin

cos

sin









ABC

AB

AC

AB

AC
 οπότε 

22 CBA   

Τελικά    tCBtx 0

22 cos)(  και 
B

C
tan .  
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ΑΣΚΗΣΗ 6.3 

Ένα σώμα μάζας m  έχει προσαρτηθεί στην άκρη ενός ελατηρίου σταθεράς k . Να 

γράψετε τη διαφορική εξίσωση που διέπει την κίνηση του σώματος. Να αποδειχθεί 

ότι η θέση του σώματος δίνεται από μια εξίσωση της μορφής: 

    tittx 00 sincos)(   , όπου 0  είναι η κυκλική συχνότητα και  ,  

σταθερές. Τι πληροφορίες δίνει η λύση της διαφορικής εξίσωσης;  

Στη βιβλιογραφία αναφέρεται ότι η εξίσωση της κίνησης μπορεί να γραφτεί με τη 

μορφή:    tAtx 0cos)( . Δίνονται οι ακόλουθες αρχικές συνθήκες: Την χρονική 

στιγμή 0t  η απομάκρυνση είναι 0)0( x  και η ταχύτητα 0)0(   . Εφαρμόστε τις 

αρχικές συνθήκες στις εξισώσεις    tAtx 0cos)(  και 

    tittx 00 sincos)(   . Αποδείξτε ότι και στις δύο περιπτώσεις 

προκύπτει η ίδια εξίσωση κίνησης. Αριθμητική εφαρμογή: grm 100 , 

cmNtk /625,0 , sec/50 m  

Λύση:  

Η μοναδική δύναμη που ασκείται στο σώμα είναι η δύναμη από το ελατήριο. Η 

εξίσωση amF   γίνεται:    

0 kxxm , διαιρώντας και τα δύο μέλη με την μάζα προκύπτει: 0 x
m

k
x  

Το πηλίκο 
m

k
 έχει διαστάσεις 

2

1

T
    γιατί 























2
][][

][

][
][

T

L
MaMF

x

F
k

 οπότε    
22

1

TMLT

LM

m

k














  

Κατά συνέπεια το 
m

k
 έχει διαστάσεις ίδιες με αυτές της γωνιακής συχνότητας. 

Tt

1
][ 




 


 . Με βάση τα παραπάνω θέτουμε 

2

0
m

k
. Η διαφορική 

εξίσωση γίνεται: 0
2

0  xx   

Οι γραμμικές ομογενείς διαφορικές εξισώσεις έχουν λύσεις της μορφής: tetx ~)(     

Με παραγώγιση προκύπτει: tetx ~)('    και    tetx 2~)(''  και αντικαθιστώντας 

στην διαφορική εξίσωση 0
2

0

2  tt ee       οπότε     0
2

0

2      ή 

  0
2

0

2   i     ή        0 i  
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Εισάγοντας τις τιμές του   στην συνάρτηση tetx ~)( προκύπτουν δύο συναρτήσεις-

λύσεις της διαφορικής εξίσωσης: ti
etx 0~)(1

     και   ti
etx 0~)(2

 . Οι συναρτήσεις 

αυτές είναι ανεξάρτητες η μία από την άλλη οπότε η συνάρτηση-λύση της διαφορικής 

εξίσωσης θα είναι ένας γραμμικός συνδυασμός τους titi eetx   )(  

Αξιοποιώντας την εξίσωση του Euler  sincos iei   οι όροι titi ee  ,  γίνονται: 

tite
ti

00 sincos0 
               και                         tite

ti

00 sincos0 


  

    titeetx
tite

tite titi

ti

ti

00

00

00 sincos)(
sincos

sincos
00

0

0




 












 



Η συνάρτηση-λύση της διαφορικής εξίσωσης είναι:

    tittx 00 sincos)(      (1)    η οποία μπορεί να γραφεί με την μορφή  

   tAtx 0cos)(   (2)   , όπου 
m

k
0  

Η λύση της διαφορικής εξίσωσης πληροφορεί ότι η κίνηση είναι αρμονική. Από την 

διαφορική εξίσωση προσδιορίστηκε η κυκλική συχνότητα της αρμονικής ταλάντωσης 

0 . Όμως από την διαφορική εξίσωση δεν μπορεί να προσδιοριστεί το πλάτος της 

ταλάντωσης ούτε η φάση  . Αυτά βρίσκονται εφαρμόζοντας τις αρχικές συνθήκες 

στις λύσεις (1) και (2). 

Οι αρχικές συνθήκες λένε ότι την χρονική στιγμή 0t  που αρχίσαμε να 

παρατηρούμε το σώμα αυτό βρισκόταν στη θέση ισορροπίας 0)0( x  και είχε 

ταχύτητα 0)0(   . 

Εισάγοντας την συνθήκη 0)0( x  στην εξίσωση (1) προκύπτει: 

    00sin0cos)0(

0

0

1

0  


ix  ή       (α) 

Οπότε η (1) γίνεται:     titittx 00

)(

0

0

sin2sincos)( 







  

titx 0sin2)(      (1)’  

Παραγωγίζοντας την (1) προκύπτει η συνάρτηση της ταχύτητας

tittxt

aa

00

)(

00

0

cossin)(')( 

































, οπότε 

titxt 00 cos2)(')(   , αλλά δίνεται ότι  0)0(    

οπότε 0

1

000 20cos2)0('  iix 


 και λύνοντας ως προς   
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0

0
00

2
2






i
i  , εισάγοντας την τιμή που προσδιορίστηκε στην εξίσωση (1)’ 

προκύπτει ότι η εξίσωση της θέσης του σώματος είναι: 

tt
i

itx 0

0

0
0

0

0 sinsin
2

2)( 








  

Η ttx 0

0

0 sin)( 



  είναι η μορφή που πήρε η εξίσωση (1), δηλαδή η λύση της 

διαφορικής εξίσωσης, αφού εισήγαμε τις αρχικές συνθήκες. 

Τώρα θα εισάγουμε τις αρχικές συνθήκες 0)0( x  και 0)0(    στην 

   tAtx 0cos)(  (2) 

   cos0cos)0( 0  AAx  αλλά 0)0( x , οπότε  

2
0cos


 A ,  

Ποια είναι η σωστή φάση, η 
2


   ή 

2


  ; 

Για 
2


   η εξίσωση    tAtx 0cos)(  της θέσης του σώματος γίνεται: 











2
cos)( 0


 tAtx  οπότε 










2
sin

)(
)( 00


 tA

dt

tdx
t  η οποία για 0t  

γίνεται: 0
2

sin)0( 00 







 


 AA  που δεν είναι σωστό γιατί από το 

πρόβλημα 0)0( 0   

Για 
2


   η εξίσωση    tAtx 0cos)(  της θέσης του σώματος γίνεται: 











2
cos)( 0


 tAtx  οπότε 










2
sin

)(
)( 00


 tA

dt

tdx
t  η οποία για 0t  

γίνεται: 0
2

sin)0( 0

1

0 














 AA


 η οποί συμφωνεί με την σχέση 

0)0( 0   

Κατά συνέπεια η (2) θα πάρει τη μορφή 









2
cos)( 0


 tAtx  

 tAtx 0sin)(   (2)’  

Παραγωγίζοντας την (2)’ προκύπτει η εξίσωση της ταχύτητας: 
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 tAtxt 00 cos)(')(    αλλά 0)0(   , οπότε 

 
0

0
00

1

000 0cos



  AAA


  

Εισάγοντας την 
0

0




A  στην (2)’ προκύπτει ότι: 

 ttx 0

0

0 sin)( 



  

Συμπέρασμα: Εισάγοντας τις αρχικές συνθήκες 0)0( x  και 0)0(    στις 

   









)cos()(

sincos)(

0

00





tAtx

tittx
   προκύπτει η ίδια εξίσωση κίνησης που είναι 

η     ttx 0

0

0 sin)( 



 . 

Αριθμητική εφαρμογή: grm 100 , cmNtk /625,0 , sec/50 m  

Μετατροπή στο σύστημα μονάδων S.I. 

kgrm 1,0 , 
m

Nt

m

Nt

cm

Nt
k 5,62

01,0

625,0
625,0   

Η κυκλική συχνότητα είναι: 
sec

25625
1,0

5,62
0

rad

m

k
  

και  ttx 25sin
25

5
)(   ή   )(25sin2,0)( mttx   

 

ΑΣΚΗΣΗ 6.4 

Εισάγετε τις αρχικές συνθήκες  0)0( xx   και η ταχύτητα 0)0(   στις εξισώσεις 

    tittx 00 sincos)(   , και    tAtx 0cos)(  όπου 0  είναι η 

κυκλική συχνότητα,   η φάση και  ,  σταθερές. Αποδείξτε ότι και στις δύο 

περιπτώσεις προκύπτει η ίδια εξίσωση κίνησης.  

Λύση:  

Οι αρχικές συνθήκες λένε ότι την χρονική στιγμή 0t  που αρχίσαμε να 

παρατηρούμε το σώμα αυτό βρισκόταν στη θέση μέγιστης απομάκρυνσης 0)0( xx   

και όπως αναμένεται, είχε ταχύτητα 0)0(  . 

Εισάγοντας την συνθήκη 0)0( xx   στην εξίσωση 

    tittx 00 sincos)(        (1)  
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προκύπτει:       0

0

0

1

0 0sin0cos)0( xix


     (α) 

Οπότε η (1) γίνεται:   titxtx 000 sincos)(      (1)’ 

Παραγωγίζοντας την (1) προκύπτει η συνάρτηση της ταχύτητας

  titxtxt 00000 cossin)(')(   , αλλά δίνεται ότι  0)0(   

οπότε     0

1

00

0

000 0cos0sin)0(   iix


, αλλά 0)0(   οπότε:

    00i . Αντικαθιστώντας στη (1)’ προκύπτει ότι: txtx 00 cos)(   

Η txtx 00 cos)(   είναι η μορφή που πήρε η εξίσωση (1), δηλαδή η λύση της 

διαφορικής εξίσωσης, αφού εισήγαμε τις αρχικές συνθήκες. 

Τώρα θα εισάγουμε τις αρχικές συνθήκες 0)0( xx   και 0)0(   στην 

   tAtx 0cos)(  (2) 

   cos0cos)0( 0  AAx  αλλά 0)0( xx  , οπότε 



cos

cos 0
0

x
AxA    

εισάγοντας την τιμή 
cos

0x
A   στην (2) προκύπτει:  


 t

x
tx 0

0 cos
cos

)(  (2)’  

Παραγωγίζοντας την (2)’ ως προς τον χρόνο προκύπτει η εξίσωση της ταχύτητας: 

 


  t
x

txt 00
0 sin

cos
)(')(  αλλά 0)0(  , οπότε 

  00sin
cos

)0( 00
0  



x

 ή 0sin
cos

0
0  


x
 κατά συνέπεια: 

0tan   ή 0  

Τότε η (2)’ θα γίνει   txt
x

tx 000
0 cos0cos
0cos

)(    

Συμπέρασμα: Εισάγοντας τις αρχικές συνθήκες 0)0( xx   και 0)0(   στις 

   









)cos()(

sincos)(

0

00





tAtx

tittx
   προκύπτει η ίδια εξίσωση κίνησης που είναι 

η txtx 00 cos)(  . 

 

ΑΣΚΗΣΗ 6.5 

Ένα σώμα μάζας m  εκτελεί αρμονική ταλάντωση πλάτους mA 2  χωρίς απόσβεση. 

Αν την χρονική στιγμή 0t  είναι mx 1)0(  , sec/4)0( m  και JouleE 4  να 
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υπολογιστούν: α) Η φάση της αρμονικής ταλάντωσης, β) Η συχνότητα, γ) Η σταθερά 

της αρμονικής ταλάντωσης και δ) Η μάζα του σώματος. 

Λύση: 

α) Η εξίσωση της κίνησης είναι    tAtx 0cos)( .  

Η ταχύτητα προκύπτει με παραγώγιση    tAt 00 sin)(  

3
2

2

1
cos1cos1)0(


  kAmx  

Εάν 
3


  , τότε 










3
cos)( 0


 tAtx  και 










3
sin)( 00


 tAt  οπότε για 

0t  η εξίσωση της ταχύτητας θα είναι:  









3
0sin)0( 00


 A   δηλαδή: 

0
3

sin)0( 0 














 A ενώ δίνεται ότι sec/4)0( m . Κατά συνέπεια 

3


 

οπότε 









3
cos2)( 0


 ttx  

β) Υπολογισμός της κυκλικής συχνότητας:  

sec3

34
4

2

3
24

3
0sin2sec/4)0( 0000

rad
m 








 


  

γ) 
m

Nt
k

kAE

JouleE

2
4

8

2

1

4

2 















 

δ) kg
k

m
m

k
375,0

16

6
2

0

2

0 


  

ΑΣΚΗΣΗ 6.6 

Ένα σώμα μάζας m  κινείται χωρίς τριβές με ταχύτητα 0  επάνω σε ένα οριζόντιο 

τραπέζι και συγκρούεται με ένα αβαρές ελατήριο σταθεράς k . Το ελατήριο 

συμπιέζεται και στη συνέχεια το σώμα εκτινάσσεται προς την αντίθετη κατεύθυνση. 

Για πόσο χρόνο το ελατήριο θα βρίσκεται σε επαφή με το σώμα; Ποια είναι η μέγιστη 

συμπίεση του ελατηρίου; Δεν υπάρχουν τριβές.  

Λύση:  
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Το σώμα χτυπάει επάνω στο αβαρές  

ελατήριο στη θέση 0x , το 

ελατήριο συσπειρώνεται και στη 

συνέχεια εκτινάσσεται μαζί με το 

σώμα. Επειδή το ελατήριο δεν έχει 

μάζα θα εκταθεί μέχρι τη θέση 0x . 

Κατά συνέπεια το σώμα θα βρίσκεται σε επαφή με το ελατήριο για χρόνο ίσο με το 

μισό της περιόδου της ταλάντωσης που θα έκανε η μάζα εάν ήταν προσαρτημένη στο 

ελατήριο.  

k

mT
t 






2
 

Εάν η μέγιστη συμπίεση του ελατηρίου είναι 0x  τότε από την αρχή διατήρησης της 

ενέργειας θα είναι: 0
2

0
2

2

1

2

1
kxm   οπότε 

k

m
x 00   

 

ΑΣΚΗΣΗ 6.7 

Το σώμα απομακρύνεται από την θέση 

ισορροπίας και αφήνεται ελεύθερο να 

ταλαντωθεί χωρίς τριβές. Να 

υπολογιστεί η τιμή της ισοδύναμης 

σταθεράς των δύο ελατηρίων.  

Λύση: 

Καθένα από τα ελατήρια επιμηκύνεται με δύναμη μέτρου F , η οποία προκαλεί στα δύο 

ελατήρια επιμηκύνσεις 1x  και 2x . Από τον 3ο νόμο 2211 xkxkF  . Το ‘ισοδύναμο’ 

ελατήριο δέχεται δύναμη F  και επιμηκύνεται κατά x  και ισχύει )( 21 xxkF   (1). 

Εισάγοντας τις σχέσεις 

1

1
k

F
x   και  

2

2
k

F
x  στην (1) προκύπτει:   

21

21

21

kk

kk

k

F

k

F

F
k








  

ΑΣΚΗΣΗ 6.8 

Το σώμα απομακρύνεται από την θέση ισορροπίας και αφήνεται ελεύθερο να 

ταλαντωθεί χωρίς τριβές. Να υπολογιστεί η τιμή της ισοδύναμης σταθεράς των δύο 

ελατηρίων. 

Λύση:  
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Εάν το σώμα μετατοπιστεί κατά x  το ένα 

ελατήριο θα συμπιεστεί κατά x  και το άλλο θα 

επιμηκυνθεί κατά x . Το σώμα θα δεχθεί 

δυνάμεις xkF  11  και  xkF  22  προς την 

ίδια κατεύθυνση. Οπότε xkkFFF )( 2121  , άρα 21 kkk   

 

ΑΣΚΗΣΗ 6.9 

Ένα σώμα μάζας m  έχει προσδεθεί σε δύο 

λάστιχα όπως φαίνεται στο σχήμα. Τα λάστιχα 

βρίσκονται υπό τάση T . Το σώμα απομακρύνεται 

από την θέση ισορροπίας κατά μία μικρή απόσταση 

y , που είναι κάθετη στην διεύθυνση που έχουν τα 

δύο λάστιχα. α) Υποθέστε ότι η τάση στα λάστιχα δεν μεταβάλλεται και υπολογίστε την 

δύναμη επαναφοράς. β) Αποδείξτε ότι το σώμα εκτελεί αρμονική ταλάντωση και υπολογίστε 

τη κυκλική συχνότητα. 

Λύση: 

Η δύναμη επαναφοράς που δέχεται το σώμα είναι ίση με την προβολή των τάσεων επάνω 

στην κατεύθυνση y. cos2TF   όπου   η γωνία που σχηματίζει κάθε λάστιχο με τον 

φορέα του y . Η σχέση αυτή μπορεί να γραφτεί και σαν sin2TF  , όπου   η γωνία 

που σχηματίζει κάθε λάστιχο με τον φορέα των L . Για μικρές γωνίες ισχύει: 

L

y
  tansin , οπότε 

L

y
TF 2 . Από την τελευταία εξίσωση προκύπτει ότι η 

συνολική δύναμη που δέχεται το σώμα είναι δύναμη επαναφοράς με σταθερά 
L

T
k

2
 . Κατά 

συνέπεια: 
Lm

T

m

k




2
  

ΑΣΚΗΣΗ 6.10 

Σώμα μάζας m  έχει προσδεθεί σε ελατήριο 

σταθεράς k   και φυσικού μήκους l  και εκτελεί 

αρμονική ταλάντωση χωρίς τριβές. Υποθέστε ότι όλα 

τα τμήματα του ελατηρίου ταλαντώνονται σε φάση 

και ότι η ταχύτητα κάθε τμήματος είναι ανάλογη της 

απόστασής της από το σημείο πρόσδεση του ελατηρίου στον τοίχο 
l

x
x  , :  η 

ταχύτητα του σώματος. α) Υπολογίστε τη κινητική ενέργεια του συστήματος ελατηρίου-

σώματος και β) την κυκλική συχνότητα της ταλάντωσης. 

Λύση: 

Η ολική κινητική ενέργεια ισούται με την κινητική ενέργεια του σώματος και του 

ελατηρίου 
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2

2

1
















 

l

x
dx

l

m
dK  

lll
x

l

m
dxx

l

m

l

x
dx

l

m
K

0

3

3

2
2

0

3

2

0

2

322

1

2

1

























 


  

632

23

3

2 


ml

l

m
K   

2
22

32

1

26



 










m
M

Mm
KKK  

Αφού η ισοδύναμη μάζα του ελατηρίου είναι 
3

m
 η συχνότητα ταλάντωσης θα είναι: 

3

m
M

k



  

 

ΑΣΚΗΣΗ 6.11 

Ένας κύλινδρος ύψους H , ακτίνας R  και πυκνότητας   επιπλέει μέσα σε υγρό 

πυκνότητας   βυθισμένος κατά το 
2

1
 του ύψους του. Βυθίζουμε τον κύλινδρο κατά 

μια μικρή επιπλέον απόσταση 0z  και εν συνεχεία τον αφήνουμε ελεύθερο να κινηθεί. 

Γράψτε τη διαφορική εξίσωση κίνησης του κυλίνδρου, υποθέτοντας ότι οι μόνες 
δυνάμεις που ασκούνται στον κύλινδρο είναι το βάρος του και η άνωση. Δείξτε ότι το 

σώμα εκτελεί ταλάντωση της μορφής tztz cos)( 0   όπου   η κυκλική συχνότητα. 

Λύση:  

Ο κύλινδρος ισορροπεί στο υγρό οπότε:  FB     

gHRVgB  2   και 
2

2 H
RggVF      οπότε 

2

22 H
RgHRg   

2





   

Ο κύλινδρος βυθίζεται περεταίρω κατά 0z . Σε μια τυχαία χρονική στιγμή, όταν η 

επιπλέον βύθιση του κυλίνδρου είναι z , η δύναμη της άνωσης θα έχει μεταβληθεί 

και θα είναι: 









 z

H
RgF΄

2

2 . Τότε η συνισταμένη των  δυνάμεων θα είναι: 
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







  z

H
RgHRgF΄BF

2

22    παίρνοντας υπόψη την 
2





   

γίνεται: zRgz
H

HRgF 2
2

2 22   















  

Εφαρμόζοντας τον Νόμο του Νεύτωνα 

2

2
2 2

dt

zd
mzRgmaF    

2

2
22 2

dt

zd
HRzRg

m


     02 2

2

2
2  zRg

dt

zd
HR

m

  
 

0
2

2

2

 z
H

g

dt

zd
. Αντικαθιστώντας 

H

g22  , όπου 
H

g2
  η κυκλική 

συχνότητα, η διαφορική εξίσωση γίνεται: 02

2

2

 z
dt

zd
 . 

Η λύση της εξίσωσης είναι της μορφής )cos(0   tzz .  

 

ΑΣΚΗΣΗ 6.12: 

μ Ένα σώμα μάζας kgm 91   έχει προσδεθεί επάνω σε ένα ελατήριο σταθεράς 

mNtk /100  το οποίο 

στηρίζεται ακλόνητα στον 

τοίχο. Το σύστημα σώματος-

ελατηρίου βρίσκεται σε 

ισορροπία επάνω σε οριζόντιο 

δάπεδο. Ένα δεύτερο σώμα 

μάζας kgm 72   σπρώχνεται 

επάνω στο σώμα 1m  και 

αναγκάζει το ελατήριο να 

συμπιεστεί κατά mA 2,0 . Στη 

συνέχεια το σύστημα αφήνεται 

ελεύθερο και τα δύο σώματα 

αρχίζουν να κινούνται προς τα 

δεξιά επάνω στο λείο δάπεδο. 

Την στιγμή που η μάζα 1m  

φτάνει το σημείο ισορροπίας 

χάνει την επαφή με το σώμα 

μάζας 2m  το οποίο συνεχίζει 

την κίνηση προς τα δεξιά με 

ταχύτητα  . α) Να βρεθεί η 
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ταχύτητα  . β) Πόσο θα απέχουν τα δύο σώματα όταν το ελατήριο θα έχει το μέγιστο 

μήκος για πρώτη φορά (απόσταση D ); 

Λύση: 

JouleAkE 204,0100
2

1

2

1 2   

JoulemmE 222

21 816
2

1
)(

2

1
   

sec
5,0)(

2

1

2

1

21

2

21

2
22

21

2 m

mm

Ak

mm

Ak
mmAkEE 









 
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ΑΡΜΟΝΙΚΗ ΤΑΛΑΝΤΩΣΗ ΜΕ ΑΠΟΣΒΕΣΗ 

ΑΣΚΗΣΗ 6.13 

Ένα σώμα μάζας m  έχει προσαρτηθεί στην άκρη ενός ελατηρίου σταθεράς k . Να 

γράψετε τη διαφορική εξίσωση που διέπει την κίνηση του σώματος εάν η τριβή που 

ασκείται στο σώμα κατά την κίνησή του είναι ανάλογη της ταχύτητας,  bF . 

Λύση: 

 

Το σώμα δέχεται τις δυνάμεις kxF   , και    bF  από το δέπεδο. 

amF   ή 

amFF     ή   ambkx    ή ''' xmbxkx   

 

0'  x
m

k
x

m

b
x   στην διαφορική εξίσωση εισάγουμε τις αντικαταστάσεις:  

m

b

2
  και 

2

0
m

k
.  

Οι διαστάσεις του 
m

k
 είναι 

T

1
 οπότε δικαιολογημένα η ιδιοσυχνότητα του 

ταλαντούμενου συστήματος είναι 
2

0
m

k
. Προσδιορισμός των διαστάσεων του 

m

b

2
 . 

 


 
 

F
bbF      

][

][
][



F
b       






























2
][][

]/[][

T

L
MaMF

M

F

m

b 

     
T

T

L
TM

LM

M
T

LT

LM

M

F

m

b 11

][

][

2
2




















  

][








m

b
         αλλά       

m

b

2
   οπότε 

Tm

b 1
][][ 








   

Εισάγοντας τις αντικαταστάσεις στην διαφορική εξίσωση αυτή γίνεται: 

kxF   

 bF

0'  kxbxxm
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0'2
2

0  xxx   

Οι γραμμικές ομογενείς διαφορικές εξισώσεις έχουν λύσεις της μορφής: tetx ~)(     

Με παραγώγιση προκύπτει: tetx ~)('    και    tetx 2~)('' , αντικαθιστώντας η 

διαφορική εξίσωση γίνεται: 

02
2

0

2  ttt eee       ή     02
2

0

2   . Η διακρίνουσα της 

χαρακτηριστικής εξίσωσης είναι:  2

0

22

0

2 444    

α)  Αν  0   δηλ. 0    οι ρίζες είναι 







 22

0

22

0

2,1
2

22



 i

i
 

και η συνάρτηση-λύση της διαφορικής εξίσωσης γίνεται: 

teCteBtx tt   sincos)(    όπου 22

0    

 tCtBetx t  sincos)(    ή     teAtx t cos)(  

β)  Εάν 0   δηλ. 0    τότε οι ρίζες της χαρακτηριστικής εξίσωσης είναι 


p

2

0

2

2

0

2

2,1
2

22



 


    

και η συνάρτηση-λύση της διαφορικής εξίσωσης 

 ptptt ececetx   21)(   όπου 
2

0

2  p  

γ) Εάν 0   δηλ. 0  τότε οι ρίζες της χαρακτηριστικής εξίσωσης είναι     2,1  

και η συνάρτηση-λύση της διαφορικής εξίσωσης  tetx t  )(  

 

 

ΑΣΚΗΣΗ 6.14 

Η κίνηση ενός σώματος που εκτελεί αρμονική ταλάντωση περιγράφεται από την 

εξίσωση: 09'6  xxx . Τι είδους κίνηση κάνει το σώμα όταν 1)0( x  και 

2)0(   

Λύση: 

Οι ρίζες της χαρακτηριστικής εξίσωσης είναι 32,1   κατά συνέπεια πρόκειται για 

μια περίπτωση περιοδικής κίνησης κρίσιμης απόσβεσης, όπου η συνάρτηση-λύση της 

διαφορικής εξίσωσης είναι tebtatx 3)()(   
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11)0(  bx  

23

2)0(

33)( 333











 

ba
beateea

dt

dx
t ttt




 

Λύνοντας το σύστημα των δύο εξισώσεων προκύπτει ότι:  1,1  ba  οπότε: 

tettx 3)1()(   

 

ΑΣΚΗΣΗ 6.15 

Η κίνηση ενός σώματος που εκτελεί αρμονική ταλάντωση περιγράφεται από την 

εξίσωση: 06'5  xxx . Τι είδους κίνηση κάνει το σώμα όταν 1)0( x  και 0)0(   

Λύση: 

Οι ρίζες της χαρακτηριστικής εξίσωσης είναι 32 21    κατά συνέπεια 

πρόκειται για μια περίπτωση περιοδικής κίνησης με υπεραπόσβεση, όπου η 

συνάρτηση-λύση της διαφορικής εξίσωσης είναι tt beeatx 32)(    

11)0(  bax  

032

0)0(

32)( 32











 

ba
beea

dt

dx
t tt




 

Λύνοντας το σύστημα των δύο εξισώσεων προκύπτει ότι:  2,3  ba  οπότε: 

tt eetx 32 23)(    

Το εκθετικό te 2  ελέγχει τον ρυθμό με τον οποίο η )(tx  προσεγγίζει το 0 και αυτό 

γιατί είναι το εκθετικό που πηγαίνει πιο αργά στο 0 σε σύγκριση με το te 3 . 

 

ΑΣΚΗΣΗ 6.16  

Σώμα μάζας kgrm 2   κινείται στον άξονα x και δέχεται ελκτική δύναμη )(8 NtxF   

προς την αρχή των αξόνων. Να βρεθούν: α) Η διαφορική εξίσωση της κίνησης, η 

συνάρτηση της θέσης )(tx , η συνάρτηση της ταχύτητας  )(t , το πλάτος και η 

περίοδος της ταλάντωσης. β) Εάν το σώμα δεχθεί δύναμη )(4 NtF   όπου   η 

ταχύτητα, να υπολογίσετε τα )(tx  και )(t . Δίνεται ότι mx 20)0(  και 0)0(  .  

Λύση:  
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α) 00  x
m

k
akxma , αντικαθιστώντας 0

2
m

k
 γίνεται: 0'' 0

2 x  ή 

04'' x ,  sec/2
2

8
0 rad . Χαρακτηριστική εξίσωση: 042   

Ρίζες της χαρακτηριστικής εξίσωσης: 22,1 i  

  tAtx 2cos)( ,    tA
dt

tdx
t 2sin2

)(
)( Εφαρμογή των αρχικών 

συνθηκών: 

  0sin20)( At  

  20cos20)0(  Ax , επειδή το πλάτος είναι θετικό από τις τιμές    

κρατάμε μόνο αυτές που δίνουν αποτέλεσμα +1, δηλ.  ά  οπότε  2 . 

Όμως η φάση θα πρέπει να έχει μία μοναδική τιμή οπότε επιλέγουμε 0 . 









tt

ttx

2sin40)(

2cos20)(


 

β) 00  x
m

k

m

b
akxbma   













0
2

2





m

k
m

b

 οπότε 02 0
2  xa    

Αντικαθιστώντας  sec/1sec,/20 radrad    

Η διαφορική εξίσωση της κίνησης είναι: 0'2'' 0
2  xx  ή 04'2''  xx  

Χαρακτηριστική εξίσωση: 0422    

Ρίζες της χαρακτηριστικής εξίσωσης: 


 312,1 i  

   teCtx t 3cos)(  

      teCteC
dt

tdx
t tt 3sin33cos

)(
)(  

Εφαρμογή των αρχικών συνθηκών: 

63

3
tan0sin3cos)0(


  CC  

  3

340

6/cos

20
20

6
cos)0(
















CCx  οπότε: 

0 1 2 3 4 5 6

-5

0

5

10

15

20

x
(t

) 
(m

)

Χρόνος (sec)
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




















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

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

























6
3sin3

6
3cos

3

340
)(

6
3cos

3

340
)(






ttet

tetx

t

t

 

 

ΑΣΚΗΣΗ 6.17 

Ένα σώμα είναι προσαρτημένο σε ένα ελατήριο σταθεράς mNtk /20 . Η γραφική 

παράσταση δείχνει την μεταβολή της θέσης του κινητού συναρτήσει του χρόνου. α) 

Ποια είναι η κυκλική 

συχνότητα της ταλάντωσης; 

β) Υπολογίστε τον 

συντελεστή   γ) Σε πόσο 

χρόνο η αρχική απόσταση 

του σώματος από το σημείο 

ισορροπίας μειώνεται για 

πρώτη φορά κατά ένα 

παράγοντα 
2

1
; δ) Σε πόσο 

χρόνο το αρχικό πλάτος 

μειώνεται κατά ένα 

παράγοντα e ; ε) Υπολογίστε την ιδιοσυχνότητα 0  του συστήματος και την μάζα του 

σώματος.  

Λύση:  

α) Από την γραφική παράσταση φαίνεται ότι σε 10 sec χωράνε περίπου 3 περίοδοι. 

Ας πούμε 3,2 περίοδοι. 

sec125,3
2,3

10
102,3  TT  

sec
2

125,3

28,62 rad

T



  

β) Η εξίσωση που περιγράφει την μεταβολή της θέσης του σώματος περιλαμβάνει 

δύο παράγοντες: 

 




 

άό

t teAtx   cos)(  

Ο πρώτος περιγράφει την μείωση που υφίσταται το πλάτος και ο δεύτερος είναι το 

ταλαντωτικό μέρος. Για την απάντηση της ερώτησης χρειάζεται μόνο ο πρώτος 

παράγοντας. Από την γραφική παράσταση προκύπτει ότι το αρχικό πλάτος μειώνεται 

στην μισό της τιμής του σε χρόνο 22,5sec περίπου. 
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    
sec

1
031,0

5,22

2ln
2lnln2

2

15,2215,225,22    ee
A

eA  

γ) Αγνοούμε την μείωση που υφίσταται το πλάτος στην διάρκεια της πρώτης 

περιόδου. Για 0t  η απομάκρυνση είναι μέγιστη κατά συνέπεια η φάση στον 

ταλαντωτικό παράγοντα   tcos  θα είναι ίση με μηδέν. Η συνάρτηση της θέσης 

του κινητού θα είναι: tAtx cos)(  . Όταν η απόσταση του σώματος από την θέση 

ισορροπίας γίνει 
2

A
 θα ισχύει: 

3
2

2

1
coscos

2


  ktttA

A
 

Όταν το σώμα απέχει από το σημείο ισορροπίας  απόσταση  
2

A
 για πρώτη φορά είναι 

0k , οπότε 
3


 t  ή sec

6


t  

δ) sec26,32
031,0

111  



 tee
e

A
eA tt  

ε) Από την λύση της διαφορικής εξίσωσης 0'2
2

0  xxx   προκύπτει ότι η 

συχνότητα ταλάντωσης για την περίπτωση της υπο-απόσβεσης είναι ίση με: 

sec/0002,20009,4031,02 2222

0

2
0

222
0

2 rad 

Η ιδιοσυχνότητα υπολογίζεται από την σχέση 
2

0
m

k
, οπότε η μάζα θα είναι 

kg
k

m 5
0009,4

20
2

0




. 

 

 

ΑΣΚΗΣΗ 6.18  

Το πλάτος ενός αρμονικού ταλαντωτή μειώνεται στο  
e

1
 της αρχικής τιμής του μετά 

από n περιόδους. Να δειχθεί ότι  
22

0 4

1
1

nT

T


 , όταν T  και 0T  είναι οι περίοδοι 

με απόσβεση και χωρίς απόσβεση αντίστοιχα. 

Λύση:  

Η κυκλική συχνότητα συνδέεται με την ιδιοσυχνότητα του ταλαντούμενου 

συστήματος μέσω της σχέσης 
2

0
2

2
0

2

2

2
0

22 22



















 T

T
, 

οπότε 
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0

2

0

2

0

0
22

0
2

0

0

2
0

2

0
1

1

2

1

2

2




































T

T
        (1) 

 

    teAtx t cos)(  είναι η συνάρτηση της θέσης σε μία αρμονική ταλάντωση 

με απόσβεση. Το πλάτος μειώνεται από A  σε 
e

A
 σε χρόνο Tnt  . Επιπλέον, επειδή 

το ερώτημα αφορά στο πλάτος της αρμονικής ταλάντωσης θα είναι 0 . 

   


1

2cos
2

coscos)( neAnT
T

eAnTeAtx ttt 


  







   

Εισάγουμε στην εξίσωση τις πληροφορίες του προβλήματος ‘σε χρόνο Tnt   το 

πλάτος μειώνεται από  A  σε 
e

A
. 

 
nT

eeneA
e

A TnTn 1
2cos 1

1

   


 αντικαθιστώντας η (1) γίνεται: 

1
4

1

4
1

1

2

/1
1

1
22

2

0

222

0
2

2

0
2

0

0












































nT

T

Tn

TT

T

T

nT

T

T







 

Και τελικά 
22

0 4

1
1

nT

T


 . 

 

ΑΣΚΗΣΗ 6.19 

Ένα ταλαντούμενο σύστημα περιγράφεται από την διαφορική εξίσωση 

04'4''  xxx . Υπολογίστε τις συναρτήσεις της θέσης και της ταχύτητας εάν

0)0(,1)0(  x . 

Λύση 

Η χαρακτηριστική εξίσωση είναι: 0442    ή   02
2
  οπότε έχει μία διπλή 

ρίζα. 221   . Το σύστημα χαρακτηρίζεται από κρίσιμη απόσβεση. 

Στην περίπτωση που η χαρακτηριστική εξίσωση έχει διπλή ρίζα η λύση της διαφορική 

εξίσωσης είναι: tt etBeAtx 22)(     
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Με παραγώγιση προκύπτει η συνάρτηση της ταχύτητας: 

ttt etBeBeA
dt

tdx
t 222 22

)(
)(    

Αρχικές συνθήκες:  

 0)0( 02  BA  και 

11)0(  Ax  οπότε 2B ,  τελικά: 

tt etetx 22 2)(    

tttt eteteet 2222 4422)(    

 

ΑΣΚΗΣΗ 6.20 

Ένα ταλαντούμενο σύστημα περιγράφεται από την διαφορική εξίσωση 

03'4''  xxx . Υπολογίστε τις συναρτήσεις της θέσης και της ταχύτητας εάν

0)0(,1)0(  x . 

Λύση 

Η χαρακτηριστική εξίσωση είναι: 0342   , 4  και 31 21   . Το 

σύστημα χαρακτηρίζεται από υπέρ-απόσβεση. 

Η λύση της διαφορική εξίσωσης είναι: tt eBeAtx 3)(     

Με παραγώγιση προκύπτει η συνάρτηση της ταχύτητας: 

tt eBeA
dt

tdx
t 33

)(
)(    

Αρχικές συνθήκες:  

 0)0( 03  BA  και 

11)0(  BAx  οπότε 
2

1

2

3
 BA ,  τελικά: 

tt eetx 3

2

1

2

3
)(    

tt eet 3

2

3

2

3
)(    
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ΑΣΚΗΣΗ 6.21 : 

Ένα σώμα μάζας kgrm 1,0  έχει προσαρτηθεί στην άκρη ενός ελατηρίου σταθεράς 

m

Nt
k 40 . Κατά την κίνησή του το σώμα δέχεται δύναμη τριβής της μορφής 

 bF  όπου   η ταχύτητά του. Να γράψετε τη διαφορική εξίσωση που διέπει 

την κίνηση του σώματος και να υπολογίσετε την θέση του σώματος )(tx  συναρτήσει 

του χρόνου εάν 0)0(,2)0(  mx  για τις ακόλουθες περιπτώσεις α) 

 4,2F , β)  4F  και γ)  5F . 

ΛΥΣΗ: 

Σε όλες τις περιπτώσεις το σώμα εκτελεί αρμονική ταλάντωση με απόσβεση. Οι 

δυνάμεις που ασκούνται στο σώμα είναι:  kxF   ,         bF , οπότε η 

εξίσωση amF   θα γίνεται: 

amFF     ή   ambkx    ή ''' xmbxkx   

0'  kxbxxm  

0'  x
m

k
x

m

b
x   στην διαφορική εξίσωση εισάγουμε τις αντικαταστάσεις:  

m

b

2
  και 

2

0
m

k
 οπότε παίρνει τη μορφή: 0'2

2

0  xxx   που είναι μία 

ομογενής διαφορική εξίσωση με σταθερούς συντελεστές. Η χαρακτηριστική εξίσωση 

της διαφορικής είναι: 02
2

0

2   , όπου 
2

22

0
sec

1
20400

1,0

40


m

k
  

α)  4,2F  οπότε 
sec

1
12

1,02

4,2

2





m

b
  

0
22

2,1    είναι οι ρίζες της χαρακτηριστικής εξίσωσης. 

Αλλά 02564001442012 22
0

22   οπότε το σώμα κάνει ταλάντωση με 

μικρή απόσβεση. Οι ρίζες της χαρακτηριστικής εξίσωσης είναι: 

16122
0

2

2,1 ii 




  δηλαδή η κυκλική συχνότητα ταλάντωσης είναι: 

sec/16rad . 

   teAtx t 16cos)( 12  

      teAteA
dt

tdx
t tt 3sin1616cos12

)(
)( 1212  

Εφαρμογή των αρχικών συνθηκών: 
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4

3
tan0sin16cos120)0(   AA  

radrad
5

)(2
360

36
36

4

3
arctan 0 

 







 

Γενικά 
5


  , εδώ 

5


   

 
mAx 5,2

81,0

2

5/cos

2
2

5
cos2)0( 













 οπότε: 

 









 

5
16cos5,2)( 12 

tetx t  

β)  4F  οπότε 
sec

1
20

1,02

4

2





m

b
  

0
22

2,1    είναι οι ρίζες της χαρακτηριστικής εξίσωσης. 

Αλλά 02020 22
0

22   οπότε το σώμα κινείται με κρίσιμη απόσβεση. Η 

χαρακτηριστική εξίσωση έχει μία διπλή ρίζα: 2021   . 

Στην περίπτωση που η χαρακτηριστική εξίσωση έχει διπλή ρίζα η λύση της διαφορική 

εξίσωσης είναι: tt etBeAtx 2020)(     

Με παραγώγιση προκύπτει η συνάρτηση της ταχύτητας: 

ttt etBeBeA
dt

tdx
t 202020 2020

)(
)(    

Αρχικές συνθήκες:  

 0)0( 020  BA  και 

22)0(  Ax  οπότε 40B ,  τελικά: 

tt etetx 2020 402)(    

γ)  5F  οπότε 
sec

1
25

1,02

5

2





m

b
  

0
22

2,1    είναι οι ρίζες της χαρακτηριστικής εξίσωσης. 

Αλλά 222
0

22 154006252025   οπότε το σώμα κινείται με υπερ-

απόσβεση. Οι ρίζες της χαρακτηριστικής εξίσωσης είναι: 
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15250
22

2,1    από όπου προκύπτουν δύο ρίζες αρνητικές και 

άνισες   









40

10

2

1




 

Η λύση της διαφορική εξίσωσης είναι: tt eBeAtx 4010)(     

Με παραγώγιση προκύπτει η συνάρτηση της ταχύτητας: 

tt eBeA
dt

tdx
t 4010 4010

)(
)(    

Αρχικές συνθήκες:  

 0)0( 0404010  BABA  

 και 

22)0(  BAx  οπότε  

3

2

3

8
 BA ,  τελικά: 

tt eetx 4010

3

2

3

8
)(    
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ΕΞΑΝΑΓΚΑΣΜΕΝΗ ΤΑΛΑΝΤΩΣΗ 

ΑΣΚΗΣΗ 6.22 

Ένα σώμα μάζας kgrm 1,0  έχει προσδεθεί στην άκρη ενός ελατηρίου σταθεράς  

mNtk /160 και ταλαντώνεται πάνω σε οριζόντιο δάπεδο. Να βρεθεί η εξίσωση της 

θέσης του σώματος συναρτήσει του χρόνου όταν: α) Δεν υπάρχουν δυνάμεις 

απόσβεσης και  sec/40)0(0)0( cmx   , β) Εάν το σύστημα δέχεται δύναμη 

απόσβεσης  8F  και  sec/76)0(2)0( cmcmx   . γ) Εάν το σύστημα 

δέχεται δύναμη απόσβεσης 2F  και αρμονική δύναμη διέγερσης  

tF 50cos5  (στην μόνιμη κατάσταση). 

Λύση: 

α) 
sec

401600
1,0

160
00

2 rad

m

k
    

   tAtx 0cos)( ,    tA
dt

tdx
t 00 sin

)(
)(  

Εφαρμογή των αρχικών συνθηκών. 

 
2

0cos0)0(


  Ax  επειδή 0)0(   

οπότε  tAtx 40sin)(   

mA
A

01,0

,...5,3,1

4,0
2

sin404,0)0(

1





































  

οπότε:  ttx 40sin01,0)(   

β)  8F  οπότε 
sec

1
40

1,02

8

2





m

b
   

0'2
2

0  xxx   και αντικαθιστώντας 040'402 2  xxx  οπότε η 

χαρακτηριστική εξίσωση της διαφορικής είναι 040402 22    

0
22

2,1    είναι οι ρίζες της χαρακτηριστικής εξίσωσης. 

Αλλά 04040 22
0

22   οπότε το σώμα κινείται με κρίσιμη απόσβεση. Η 

χαρακτηριστική εξίσωση έχει μία διπλή ρίζα: 4021   . 

Στην περίπτωση που η χαρακτηριστική εξίσωση έχει διπλή ρίζα η λύση της 

διαφορικής εξίσωσης είναι: tt etBeAtx 4040)(     
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Με παραγώγιση προκύπτει η συνάρτηση της ταχύτητας: 

ttt etBeBeA
dt

tdx
t 404040 4040

)(
)(    

Αρχικές συνθήκες:  

02,002,0)0(  Amx  

 sec/76,0)0( m 76,040  BA  και 

οπότε 04,0B ,  τελικά: 

 metetx tt 4040 04,002,0)(    

γ) ‘Όταν εφαρμόζεται δύναμη διέγερσης η διαφορική εξίσωση που περιγράφει την 

εξίσωση του συστήματος γίνεται: tFxxx  cos'2 0

2

0   και αντικαθιστώντας 

txxx 50cos540'402 2   και το σύστημα ταλαντώνεται με την κυκλική 

συχνότητα του διεγέρτη δηλαδή sec/50rad . 

Στην περίπτωση της εξαναγκασμένης ταλάντωσης το πλάτος στην μόνιμη κατάσταση 

δεν καθορίζεται από τις αρχικές συνθήκες αλλά από τα  ,, 0 : 

   2
2

0
22

0

2

/

 


mF

A  

   
mA 015,0

3200900

50

404024050

1,0/5

222222








  

rad 





























  43,0)19,0(tan

9

40
tan

900

4000
tan

4050

50402
tan 111

22

1  

mttAtx )43,050sin(015,0)sin()(    

 

ΑΣΚΣΗΣΗ 6.23 

Η διαφορική εξίσωση που περιγράφει μία εξαναγκασμένη αρμονική ταλάντωση με 

απόσβεση είναι: )sin(' 0 tFkxbxxm   , όπου η εξωτερική δύναμη διέγερσης 

είναι )sin(0 tFF   . Εισάγοντας τις αντικαταστάσεις:  
m

b

2
  και 

2

0
m

k
 η 

εξίσωση γίνεται: )sin('2 02

0 t
m

F
xxx   . Το πλάτος της ταλάντωσης δίνεται 

από την εξίσωση: 
   2

2

0
22

0

2

1

 


m

F
A  δηλαδή εξαρτάται από την σχέση 

που έχουν η ιδιοσυχνότητα 0  του ταλαντούμενου συστήματος και η συχνότητα   
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του διεγέρτη. α) Υπολογίστε την συχνότητα του διεγέρτη για την οποία το πλάτος της 

ταλάντωσης γίνεται μέγιστο. β) Υπολογίστε την συχνότητα του διεγέρτη για την οποία 

το πλάτος της ταχύτητας γίνεται μέγιστο. 

Λύση: 

Για να είναι το πλάτος 
   2

2

0
22

0

2

1

 


m

F
A  μέγιστο θα πρέπει ο 

παρονομαστής να παίρνει ελάχιστη τιμή. Για αυτό αρκεί: 

     02
22

0
22  

d

d
 αλλά 

         





222 0
22

0
22

0
222

0
22 

d

d

d

d
 και 

   


22
82 

d

d
 οπότε η εξίσωση      02

22

0
22  

d

d
 γίνεται: 

    2
0

222
0

222
0

22 2020822    

Η εξίσωση της κίνησης είναι    tAtx cos)(  όπου   η κυκλική συχνότητα του 

διεγέρτη,   ένας παράγοντας φάσης και 
   2

2

0
22

0

2

1

 


m

F
A . 

Η ταχύτητα θα είναι    tA
dt

tdx
t sin

)(
)( , κατά συνέπεια το πλάτος της 

ταχύτητας θα είναι 
   2

2

0
22

0

2






m

F
. Για να είναι μέγιστο το πλάτος της 

ταχύτητας θα πρέπει να γίνει μέγιστη η ποσότητα 
   2

2

0
22 2





 , αλλά για 

να αποφύγουμε την ρίζα στο παρονομαστή μπορούμε να αναζητήσουμε την τιμή του 

  για την οποία γίνεται μέγιστο το τετράγωνο της ίδιας ποσότητας δηλ. το 

   2
2

0
22

2

2




. Για αυτό αρκεί: 

   
0

2
22

0
22

2














 



d

d
 δηλαδή: 

       
    

0

2

8422
2

22

0
22

2
0

22222

0
22










 ή 

    08482 32
0

223322

0
22    ή 

   02 0
22

0
22    οπότε η μόνη μη-μηδενική τιμή της κυκλικής 

συχνότητας του διεγέρτη για την οποία το πλάτος της ταχύτητας γίνεται μέγιστο είναι 

0   
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ΑΣΚΗΣΗ 6.24 

Σε μία αρμονική ταλάντωση να υπολογιστεί ο ρυθμός μεταβολής της ενέργειας για 

την περίπτωση ταλάντωσης: α) με απόσβεση β) χωρίς απόσβεση γ) με απόσβεση και 

εξωτερική διέγερση. 

Λύση: 

22

2

1

2

1
mkxKVE   

  )(2
2

1

2

1 2

kxxk
dt

dx

dx

dx
k

dt

dx

dx

dV

dt

dV
 












 )(2

2

1

2

1 2

maam
dt

d

d

d
m

dt

d

d

d

dt

dK
οπότε: 

  )()()( makxmakx
dt

dK

dt

dV

dt

dE
  

α) Στην περίπτωση της αρμονικής ταλάντωσης χωρίς απόσβεση η διαφορική εξίσωση 

που περιγράφει την κίνηση είναι 0makx  οπότε 0)(  makx
dt

dE
 η οποία 

λέει ότι στην περίπτωση αυτή η ενέργεια του συστήματος δεν μεταβάλλεται. 

β) Στην περίπτωση της αρμονικής ταλάντωση με απόσβεση η διαφορική εξίσωση που 

περιγράφει την κίνηση είναι  bkxmakxbma  0  οπότε

  )()( bmakx
dt

dE
 η οποία λέει ότι στην περίπτωση αυτή η ενέργεια του 

συστήματος μειώνεται και μάλιστα ο ρυθμός μείωσης της ενέργειας ισούται με την 

ισχύ που απορροφάται από την δύναμη απόσβεσης. 

γ) Στην περίπτωση της αρμονικής ταλάντωσης με απόσβεση και αρμονική διέγερση η 

διαφορική εξίσωση που περιγράφει την κίνηση είναι 

 btFkxmatFkxbma  sinsin 00  οπότε: 

    btFmakx
dt

dE
sin)( 0  η οποία λέει ότι στην περίπτωση αυτή ο 

ρυθμός μεταβολής της ενέργειας ισούται με το αλγεβρικό άθροισμα της ισχύος που 

προσφέρει στο σύστημα η διεγείρουσα δύναμη και της ισχύος που απορροφάται από 

την δύναμη απόσβεσης. 

 

ΑΣΚΗΣΗ 6.25 

 Σώμα μάζας kgrm 25  εξαρτάται από κατακόρυφο ελατήριο σταθεράς

mNtk /100 . Το σώμα δέχεται εξωτερική δύναμη )(5cos150)( NtttF   και τριβή 



32 
 

)(20 NtT   όπου   η ταχύτητα. Να υπολογιστούν: α) Η συχνότητα κα το πλάτος 

στη μόνιμη κατάσταση και β) Η συνάρτηση της απομάκρυνσης  )(tx . 

Λύση: 

Στην μόνιμη κατάσταση, δηλαδή όταν έχουν εκπνεύσει τα μεταβατικά φαινόμενα, η 

συχνότητα του ταλαντούμενου συστήματος είναι ίδια με την συχνότητα του διεγέρτη. 

xkxF 100  ,         20 bF ,    tF 5cos150   

amF   

amFFF    ή amtFbkx   cos0   

ή        ''cos' 0 xmtFbxkx    

tFkxbxxm cos' 0 ή   tFx
m

k
x

m

b
x cos''' 0  

Αντικαθιστώντας  












0
2

2





m

k
m

b

 ή 
































2
0

2

sec

1
4

25

100

sec

1
4,0

50

20





 γίνεται: 

tFxxx  cos'2'' 00
2   ή txxx 5cos1504'8,0''   

   tAtx 0cos)(  

Το πλάτος της ταλάντωσης είναι: 
   2

2

0
22

0

2

/

 


mF

A  

   
mA 28,0

457

6

421

6

54,0225

25/150

222222








  

rad
18

)19,0(tan
21

4
tan

25

54,02
tan

2
tan 11

22

1

0
22

1 





 
































   

ΑΣΚΗΣΗ 6.26 

Ένα σύστημα ελατηρίου-μάζας εκτελεί κίνηση με κρίσιμη απόσβεση. Αν 0)0( x  και 

0)0( 0  , α) Να υπολογιστεί η συνάρτηση της θέσης του σώματος συναρτήσει 

του χρόνου και β) Να βρεθεί η χρονική στιγμή που μηδενίζεται η ταχύτητα. Ποια είναι 

τότε η θέση του κινητού; 

Λύση: 

Η διαφορική εξίσωση που περιγράφει την κίνηση του συστήματος είναι:

0'  kxbxxm  ή 
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0'  x
m

k
x

m

b
x  Αντικαθιστώντας: 

m

b

2
  και 

2

0
m

k
 παίρνει τη μορφή: 

0'2
2

0  xxx   που είναι μία ομογενής διαφορική εξίσωση με σταθερούς 

συντελεστές. Η χαρακτηριστική εξίσωση της διαφορικής είναι: 02
2

0

2   . Το 

σύστημα εκτελεί κίνηση με κρίσιμη απόσβεση όταν η χαρακτηριστική εξίσωση έχει 

0 δηλαδή διπλή ρίζα οπότε η λύση της διαφορική εξίσωσης είναι: 
tt etBeAtx   )(   

Με παραγώγιση προκύπτει η συνάρτηση της ταχύτητας: 

ttt etBeBeA
dt

tdx
t    

)(
)(  

Αρχικές συνθήκες:  

 0)0(x 0A  οπότε tetBtx )(  

00)0(   B   τελικά: tettx   0)(  

β) Μετά τον προσδιορισμό των σταθερών από τις αρχικές συνθήκες, η ταχύτητα  

είναι: tt etet     00)(  ή  tet t     1)( 0 . 

0  όταν 



1

01  tt . Σε αυτή η χρονική στιγμή 





1

0

1
)(



 etx  ή 

10)(  etx



. 

ΑΣΚΗΣΗ 6.27 

Ένα σύστημα ελατηρίου-μάζας εκτελεί κίνηση με κρίσιμη απόσβεση. Αν 0)0( xx   και 

0)0( 0  , α) Να υπολογιστεί η συνάρτηση της θέσης του σώματος συναρτήσει 

του χρόνου και β) Αν 000 2 x  Να βρεθεί ότι το σύστημα διέρχεται από την θέση 

ισορροπίας μία φορά, να υπολογιστεί η χρονική στιγμή που συμβαίνει αυτό καθώς 

και η ταχύτητα διέλευσης.  

Λύση: 

α) Επειδή το σύστημα εκτελεί κίνηση με κρίσιμη απόσβεση η συνάρτηση της θέσης 

του σώματος είναι: tt etBeAtx   )(   

Με παραγώγιση προκύπτει η συνάρτηση της ταχύτητας: 

ttt etBeBeA
dt

tdx
t    

)(
)(  

Αρχικές συνθήκες:  
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 0)0( xx 0xA    

00000)0( xBBx      

τελικά:   tt etxextx     000)(  

β) Εισάγουμε την σχέση  000 2 x   στην εξίσωση 

  tt etxextx     000)(  οπότε προκύπτει:  

  t

x

t etxxextx 



  



 
  

00

00000 2)(  

  tetxtx   00 1)( . Όταν το σώμα περνάει από το σημείο ισορροπίας 0)( tx  

ή 
0

1


t  

Υπολογισμός της ταχύτητας διέλευσης  

ttt etBeBeA
dt

tdx
t    

)(
)(  

εισάγουμε τις τιμές των σταθερών BA,  

    ttt etxexex
dt

tdx
t     00000

)(
)(  

αντικαθιστούμε την τιμή του χρόνου 
0

1


t  και αντικαθιστούμε  0  

και προκύπτει 
e

x
t 00)(





 . 


