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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4




Γραμμικές Διαφορικές Εξισώσεις Ανώτερης Τάξης
Μέθοδος Μεταβολής Συντελεστών
(Μέθοδος Lagrange)


4.1 Μέθοδος Μεταβολής Συντελεστών  (Μέθοδος LAGRANGE)
Αρχικά θα μελετήσουμε τις γραμμικές διαφορικές εξισώσεις δεύτερης τάξης και εν συνεχεία θα αναφερθούμε στις γραμμικές διαφορικές εξισώσεις ανώτερης τάξης.
Η μέθοδος του υποβιβασμού της τάξης μας βοήθησε να υπολογίσουμε την δεύτερη ανεξάρτητη λύση και την μερική λύση και κατά συνέπεια την γενική λύση της δεύτερης τάξης γραμμικής  διαφορικής εξίσωσης με μεταβλητούς ή και σταθερούς συντελεστές, δηλαδή της

   		                 (4.1)
Η οποία γράφεται: 

			         (4.2)




Γνωρίζουμε ότι για να υπολογίσουμε την γενική λύση , της  (4.2) υπολογίζουμε την γενική λύση  της αντίστοιχης ομογενούς και μία μερική λύση  και η γενική λύση είναι:

		    
Αν η λύση της ομογενούς διαφορικής εξίσωσης με μεταβλητούς συντελεστές είναι:

 					         (4.3)




και οι συναρτήσεις  και είναι γραμμικώς ανεξάρτητες στο διάστημα , τότε μας απομένει να υπολογίσουμε την μερική λύση .
Ο υπολογισμός της μερικής λύσης γίνεται με διάφορες μεθόδους μία από αυτές είναι  

η μέθοδος μεταβολής συντελεστών, η οποία χρησιμοποιεί και τις δύο γνωστές ανεξάρτητες λύσεις της ομογενούς διαφορικής εξίσωσης για την εύρεση της μερικής λύσης αυτής και έχει το πλεονέκτημα ότι μας δίνει την μερική λύση για οποιαδήποτε  συνάρτησης . 




Στην μέθοδο μεταβολής συντελεστών η μερική λύση προέρχεται από την λύση της ομογενούς διαφορικής εξίσωσης, όπου την θέση των σταθερών  και  παίρνουν οι συναρτήσεις και .
Άρα η μερική λύση είναι της μορφής:

		.				         (4.4)




Για να υπολογίσουμε τις συναρτήσεις  και  χρειαζόμαστε δύο συνθήκες τις οποίες θα πρέπει οι συναρτήσεις  και  να ικανοποιούν. 
· 
Η πρώτη συνθήκη είναι ότι η μερική λύση  είναι λύση της διαφορικής εξίσωσης (4.2).  
· 


Η δεύτερη συνθήκη θα πρέπει να είναι μία συνθήκη που να διευκολύνει την διαδικασία, αν θέσουμε , τότε έχουμε την μέθοδο του υποβιβασμού της τάξης την οποία μελετήσαμε.  Αν θέλουμε να μην έχουμε ανώτερης τάξης παραγώγους των και , μπορούμε να θέσουμε μια δεύτερη συνθήκη δικής μας επιλογής που να απλοποιεί την διαδικασία επειδή λοιπόν η πρώτη παράγωγος της μερικής λύσης είναι:


     για να απλοποιήσουμε τις πράξεις θέτουμε 

					         (4.5)
Οπότε η πρώτη παράγωγος της μερικής λύσης είναι:

				         (4.6)


Η παράγωγος της μερικής λύσης είναι ανεξάρτητη των  και . 
Η δεύτερη παράγωγος της μερικής λύσης είναι:


 	         (4.7)

Αντικαθιστούμε (4.4), (4.6) και (4.7) στην (4.2) έχουμε:


που γράφεται:

				                     (4.9)


Αλλά  και είναι λύσεις της ομογενούς διαφορικής εξίσωσης, οπότε η αλγεβρική  παράσταση και στις δύο άγγειλες της (4.9) ισούται με το μηδέν, η (4.9) γράφεται:

				       (4.10)


Οι εξισώσεις (4.5) και (4.10) μας δίνουν ένα σύστημα δύο εξισώσεων με δύο αγνώστους, με αγνώστους τις συναρτήσεις  και .
Το σύστημα είναι:

							       (4.11)

						       (4.12)
Το σύστημα έχει μοναδική λύση αν η ορίζουσα του Wronski:

		
είναι διάφορη του μηδενός.  
Η λύση του συστήματος, μπορεί να βρεθεί με διάφορους τρόπους ένας από αυτούς είναι η μέθοδος Cramer 




  και  
Οπότε

						       (4.13)
και

							       (4.14)


Ολοκληρώνουμε τις (4.13) και (4.14) απαλείφοντας τις σταθερές τις ολοκλήρωσης και έχουμε τις συναρτήσεις και .

							       (4.15)
και 

		                                                                  (4.16)


Αντικαθιστούμε τις τιμές των συναρτήσεων και στην (4.4) και έχουμε:

    (4.17)
Η γενική λύση της (4.2) ισούται με το άθροισμα των (4.3) και (4.17) και είναι:

				       (4.18)
Σημείωση 1
Το σύστημα μπορεί να λυθεί με οποιαδήποτε μέθοδο θέλουμε, βλέπε παραδείγματα.




Με τον ίδιο τρόπο μπορούμε να υπολογίσουμε την μερική λύση μιας τρίτης τάξης διαφορικής εξίσωσης αν οι ανεξάρτητες λύσεις τις αντιστοίχου ομογενούς είναι   και η μερική λύση είναι της μορφής:

		
Το σύστημα που θα πρέπει να λύσουμε είναι:

 					       (4.19)

					       (4.20)

					       (4.21)

Κατ’ επέκταση αν η διαφορική εξίσωση είναι νιοστής τάξης με ανεξάρτητες λύσεις τις αντιστοίχου ομογενούς τις , τότε η μερική λύση είναι της μορφής:

		
Το σύστημα που θα πρέπει να λύσουμε είναι:

 		

		

		

		
Σημείωση 2





Αν κατά τον υπολογισμό των συναρτήσεων και θεωρήσουμε τις σταθερές ολοκλήρωσης και διάφορες του μηδενός τότε η  είναι η γενική λύση της διαφορικής εξίσωσης.



Παραδείγματα

1.  Να βρεθεί η λύση της διαφορικής εξίσωσης: . 

Λύση

Η ομογενής διαφορική εξίσωση είναι: .

Η χαρακτηριστική της ομογενούς είναι: 

Η λύση της ομογενούς είναι: .
Η μερική λύση είναι της μορφής: 

.             


Οι συναρτήσεις  και  επαληθεύουν το σύστημα:

		                                                             

	                                                           
Οπότε

	  


             και  

      
ή

           

Ολοκληρώνουμε και τα δύο μέλη της προηγούμενης εξίσωσης θέτοντας την σταθερά  και έχουμε:

 	
ή

					


Επίσης

		                        

Ολοκληρώνουμε και τα δύο μέλη της προηγούμενης εξίσωσης θέτοντας την σταθερά  και έχουμε:

			



Αντικαθιστούμε τις τιμές των  και στην  και έχουμε την μερική λύση.

		

		           

          		
Η γενική λύση είναι:



Μέθοδος 2


Οι συναρτήσεις  και  επαληθεύουν το σύστημα:

		                                                            

	                                                          


Πολλαπλασιάζουμε την πρώτη εξίσωση με   και την δεύτερη με και προσθέτουμε κατά μέλη τις εξισώσεις και έχουμε:

                                   

                                                                                  

Ολοκληρώνουμε και τα δύο μέλη της θέτοντας την σταθερά  και έχουμε:





Λύνουμε την πρώτη εξίσωση του συστήματος ως προς  και έχουμε: 

	

						

Ολοκληρώνουμε και τα δύο μέλη της θέτοντας την σταθερά  και έχουμε:

	


Η μερική λύση είναι:

		

		           

          		
Η γενική λύση είναι:




2.  Να βρεθεί η λύση της διαφορικής εξίσωσης: .

Λύση

Η ομογενής διαφορική εξίσωση είναι: .

Η χαρακτηριστική της ομογενούς είναι: 


με ρίζες , διπλή ρίζα.  Η λύση της ομογενούς είναι: .





Η μερική λύση θα υπολογισθεί με την μέθοδο Lagrange αντικαθιστώντας τις σταθερές  και  με τις συναρτήσεις  και  στην λύση της ομογενούς οπότε έχουμε:  . 


Οι συναρτήσεις  και  επαληθεύουν το σύστημα:

		                                                                        

		                                                         


Λύνουμε το σύστημα για να υπολογίσουμε τις συναρτήσεις  και .
Αφαιρούμε την πρώτη εξίσωση από την δεύτερη κατά μέλη και έχουμε:

                                                     

Ολοκληρώνουμε και τα δύο μέλη της θέτοντας την σταθερά  και έχουμε:



Λύνουμε την πρώτη εξίσωση του συστήματος  ως προς  και έχουμε: 

		            

Ολοκληρώνουμε και τα δύο μέλη της θέτοντας την σταθερά  και έχουμε:



Η μερική λύση είναι: 
Η γενική λύση είναι:




3.  Να βρεθεί η λύση της διαφορικής εξίσωσης: .

Λύση

Η λύση της ομογενούς είναι: .

Η μερική λύση είναι της μορφής:  . 


Οι συναρτήσεις  και  επαληθεύουν το σύστημα:

		                                                                      

	                                                                      


Λύνουμε το σύστημα για να υπολογίσουμε τις συναρτήσεις  και .
Προσθέτουμε την πρώτη εξίσωση και την δεύτερη κατά μέλη και έχουμε:

                                                


Ολοκληρώνουμε και τα δύο μέλη της θέτοντας την σταθερά  και έχουμε:



Λύνουμε την πρώτη εξίσωση του συστήματος ως προς  και έχουμε: 

					

Ολοκληρώνουμε και τα δύο μέλη της θέτοντας την σταθερά  και έχουμε:


Οπότε η μερική λύση είναι:



Η μερική λύση είναι:	
Η γενική λύση είναι:





Ο όρος  της μερικής λύσης  προσαρτήθηκε από τον όρο της λύσης της ομογενούς διαφορικής εξίσωσης.


4.  Να βρεθεί η λύση της διαφορικής εξίσωσης: . 

Λύση

Η λύση της ομογενούς είναι: .
Η μερική λύση είναι της μορφής: 

. 


Οι συναρτήσεις  και  επαληθεύουν το σύστημα:

		                                                                  

	                                                              
Οπότε

	  


             και  

      	
ή 

						

Ολοκληρώνουμε και τα δύο μέλη της θέτοντας την σταθερά  και έχουμε:

	
Επίσης

			
Οπότε

					


Ολοκληρώνουμε και τα δύο μέλη της θέτοντας την σταθερά  και έχουμε:


Η μερική λύση είναι:

		
Οπότε 

          		
Η γενική λύση είναι:





Ο όρος  της μερικής λύσης προσαρτήθηκε από τον όρο της λύσης της ομογενούς διαφορικής εξίσωσης.


5.  Να βρεθεί η λύση της διαφορικής εξίσωσης: . 

Λύση

Η ομογενής διαφορική εξίσωση είναι: .

Η χαρακτηριστική της ομογενούς είναι: 

Η λύση της ομογενούς είναι: .
Η μερική λύση είναι της μορφής: 

. 


Οι συναρτήσεις  και  επαληθεύουν το σύστημα:

		                                                             

	                                                         
Οπότε

	  


             και  

      	
ή 

						

Ολοκληρώνουμε και τα δύο μέλη της θέτοντας την σταθερά  και έχουμε:

		



Επίσης

			

						            

Ολοκληρώνουμε και τα δύο μέλη της θέτοντας την σταθερά  και έχουμε:


Η μερική λύση είναι:

		

		           

          		
Η γενική λύση είναι:





Ο όρος  της μερικής λύσης προσαρτήθηκε από τον όρο της λύσης της ομογενούς διαφορικής εξίσωσης.


6.  Να βρεθεί η μερική λύση της διαφορικής εξίσωσης: .
i. Με την μέθοδο μεταβολής των συντελεστών.
ii. Με την μέθοδο προσδιοριστέων συντελεστών.


Λύση

i. Η λύση της ομογενούς είναι: .

Η μερική λύση ορίζεται από την σχέση:  . 		


Οι συναρτήσεις  και  επαληθεύουν το σύστημα:

		                                                                       

		                                             


Λύνουμε το σύστημα για να υπολογίσουμε τις συναρτήσεις  και .
Αφαιρούμε την πρώτη εξίσωση από την δεύτερη και έχουμε:

                                      

Ολοκληρώνουμε και τα δύο μέλη της θέτοντας την σταθερά  και έχουμε:

			

Λύνουμε την πρώτη εξίσωση του συστήματος ως προς  και έχουμε: 

					

Ολοκληρώνουμε και τα δύο μέλη της θέτοντας την σταθερά  και έχουμε:

			
Η μερική λύση είναι:


ή		

							
Η γενική λύση είναι:




ii. Μέθοδος προσδιοριστέων συντελεστών



Η μερική λύση ορίζεται από την σχέση: , όπου  διότι η ρίζα είναι διπλή ρίζα της χαρακτηριστικής.
Οπότε  

						


    ή 

		          

	

                  

Αντικαθιστούμε στην αρχική διαφορική εξίσωση και διαιρούμε με οπότε έχουμε:


ή

	

Εξισώνοντας συντελεστές της αυτής δυνάμεως του  έχουμε:

		

		

		

Η μερική λύση είναι:  						

Η γενική λύση είναι:   
Στο παράδειγμα η διαφορά ως προς τον χρόνο και τις πράξεις μεταξύ των δύο μεθόδων είναι μικρή.  Η μέθοδος Lagrange όμως μπορεί να εφαρμοσθεί σε όλες τις διαφορικές εξισώσεις ανώτερης τάξης, ενώ η μέθοδος προσδιοριστέων συντελεστών εφαρμόζεται μόνο σε ειδικές περιπτώσεις.  
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