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 Μέθοδος Προσδιοριστέων Συντελεστών


Η διαφορική εξίσωση της μορφής:  

		


            με  και σταθερούς πραγματικούς αριθμούς, ονομάζεται 
            μη ομογενής γραμμική διαφορική εξίσωση νιοστής τάξης με σταθερούς 
            συντελεστές.  
            Η γενική λύση της είναι: 

			, 

	όπουείναι η λύση της ομογενούς διαφορικής εξίσωσης η οποία δεν παρουσιάζει ιδιαίτερα προβλήματα στην εύρεση της.  




            Για την μερική λύση , η μέθοδος Lagrange μπορεί να εφαρμοσθεί για οποιαδήποτε συνάρτηση , πολλές φορές όμως καταλήγουμε σε χρονοβόρα ολοκληρώματα. Για μερικές ειδικές μορφές της συνάρτησης αναζητούμε άλλες πιο εύκολες μεθόδους εύρεσης της μερικής λύσης , μία τέτοια μέθοδος είναι η μέθοδος των προσδιοριστέων συντελεστών.  
            Στην μέθοδο των προσδιοριστέων συντελεστών, η μορφή της συνάρτησης παίζει πρωτεύοντα ρόλο και διακρίνουμε τις παρακάτω περιπτώσεις:

  Σημείωση 1
  Όπως θα δούμε σε κάθε μία από τις παρακάτω περιπτώσεις μας ενδιαφέρει μια  

  διαφορετική τιμή του , για τον υπολογισμό της πολλαπλότητας.

           Περίπτωση Ι.  ( Η συνάρτηση είναι ένα πολυώνυμο )


           Η συνάρτηση  με , δηλαδή     

           ένα πολυώνυμο νιοστού βαθμού με γνωστές σταθερές . 
           Η μερική λύση σε αυτή την περίπτωση είναι της μορφής:


			



           Το είναι ένα πολυώνυμο του αυτού βαθμού με αυτό της συνάρτησης    

             του οποίου πρέπει να υπολογίσουμε τις σταθερές .


           Το είναι η πολλαπλότητα της ρίζας στην λύση της χαρακτηριστικής.

           Η πολλαπλότητα εν γένει δηλώνει πόσες φορές εμφανίζεται η ρίζα  σαν λύση 

           της χαρακτηριστικής εξίσωσης, όπου είναι μία πραγματική ή μιγαδική ρίζα στην 

           Περίπτωση Ι, το .  





Παραδείγματα


 1.  Να λυθεί η διαφορική εξίσωση: 

   Λύση

   Η ομογενής διαφορική εξίσωση είναι: .  


      Η χαρακτηριστική της ομογενούς είναι: , με ρίζες τις  και    

      .   

  Η λύση της ομογενούς είναι: .   

  Η , είναι ένα πολυώνυμο πρώτου βαθμού.   


  Η πολλαπλότητα είναι  διότι η δεν είναι λύση της χαρακτηριστικής.
  Η μερική λύση θα είναι της μορφής: 



		, με  και .  

  Αντικαθιστούμε στην αρχική εξίσωση και έχουμε: .
  Για να υπολογίσουμε τις σταθερές υπάρχουν πολλοί τρόποι οι δύο πιο γνωστοί       
  είναι: 

  α.  Εξισώνουμε συντελεστές της ίδιας δύναμης του :

		

	            	


  β.  Στην εξίσωση , δίνουμε δύο τυχαίες τιμές στο και 
       λύνουμε το σύστημα που προκύπτει.

Για .

    	   Για .
  Αφαιρούμε την τελευταία εξίσωση από την προηγούμενη κατά μέλη και έχουμε: 


, επειδή 

  Οπότε η μερική λύση είναι: .  
  Η γενική λύση της μη ομογενούς διαφορικής εξίσωσης είναι: 


		.







2.  Να λυθεί η διαφορική εξίσωση: 

Λύση

Η ομογενής διαφορική εξίσωση είναι: .  

      Η χαρακτηριστική της ομογενούς είναι: , με ρίζες       




      τις ,  και , άρα η λύση της ομογενούς είναι:  						.

       Η , είναι ένα πολυώνυμο πρώτου βαθμού.


       Η πολλαπλότητα είναι , διότι η ρίζα  είναι απλή λύση της   
       χαρακτηριστικής.  

       Η μερική λύση θα είναι της μορφής: ,    



       με  ,  και .

       Αντικαθιστούμε στην αρχική εξίσωση και έχουμε:,   

       εξισώνουμε συντελεστές της ίδιας δύναμης τουκαι έχουμε:

			

           		

       Οπότε η μερική λύση είναι: και η γενική λύση της μη ομογενούς     

       διαφορικής εξίσωσης είναι: 
    Επαλήθευση για την μερική λύση.



		, , .  
Αντικαθιστούμε στην αρχική και έχουμε:


         , οπότε η  είναι μία μερική λύση.


Περίπτωση ΙΙ.  ( Η συνάρτηση είναι ένα πολυώνυμο επί  )



Η συνάρτηση  με .   Είναι ένα πολυώνυμο νιοστού βαθμού με γνωστές σταθερές επί την συνάρτηση . 
         Η μερική λύση σε αυτή την περίπτωση είναι της μορφής:


			




Το είναι ένα πολυώνυμο του αυτού βαθμού με αυτό της συνάρτησης  του οποίου πρέπει να υπολογίσουμε τις σταθερές .


Το είναι η πολλαπλότητα της ρίζας στην λύση της χαρακτηριστικής.


3.  Να λυθεί η διαφορική εξίσωση: 

Λύση

Η ομογενής διαφορική εξίσωση είναι: .




Η χαρακτηριστική της ομογενούς είναι: , με ρίζες τις  και , Η λύση της ομογενούς είναι: .




Η , είναι το γινόμενο ενός πολυωνύμου  πρώτου βαθμού με την συνάρτηση .   Η πολλαπλότητα είναι , διότι η ρίζα  δεν είναι λύση της χαρακτηριστικής.  



Η μερική λύση θα είναι της μορφής:  , με   και .



Αντικαθιστούμε στην αρχική εξίσωση και πολλαπλασιάζουμε με και τα δύο μέλη οπότε έχουμε: , εξισώνουμε συντελεστές της ίδιας δύναμης τουκαι έχουμε:

		

			


Η μερική λύση είναι:  και η γενική λύση της μη ομογενούς διαφορικής εξίσωσης είναι: 


4.  Να λυθεί η διαφορική εξίσωση: 

Λύση

Η ομογενής διαφορική εξίσωση είναι: .




Η χαρακτηριστική της ομογενούς είναι: , με ρίζες τις ,  και .  

Η λύση της ομογενούς είναι: .


Η , είναι το γινόμενο ενός πολυωνύμου  πρώτου βαθμού με την συνάρτηση .   




Η πολλαπλότητα είναι , διότι η ρίζα  είναι απλή λύση της χαρακτηριστικής.  Η μερική λύση θα είναι της μορφής: , με  , 


 και .



Αντικαθιστούμε στην αρχική εξίσωση και διαιρούμε όλους τους όρους και στα δύο μέλη με , όποτε έχουμε: 		     

Εξισώνουμε συντελεστές της ίδιας δύναμης τουκαι έχουμε:



			

Οπότε η μερική λύση είναι: .  
Η γενική λύση της μη ομογενούς διαφορικής εξίσωσης είναι: 




Περίπτωση ΙΙΙ.  









Η συνάρτηση .   Είναι το άθροισμα ενός πολυώνυμου βαθμού  επί και ενός πολυώνυμου βαθμού  επί , με γνωστές σταθερές  και  αντίστοιχα για τα πολυώνυμα  και . 
         Η μερική λύση σε αυτή την περίπτωση είναι της μορφής:


			







Τα πολυώνυμα και  είναι του ίδιου βαθμού που είναι ο μεγαλύτερος των βαθμών  και , των οποίων τις σταθερές  και τις σταθερές  πρέπει να υπολογίσουμε. 


Το είναι η πολλαπλότητα της ρίζας  στην λύση της χαρακτηριστικής.


5.  Να λυθεί η διαφορική εξίσωση: 

Λύση

Η ομογενής διαφορική εξίσωση είναι: .




Η χαρακτηριστική της ομογενούς είναι: , με ρίζες τις  και , άρα η λύση της ομογενούς είναι: .

Η .


Είναι το άθροισμα ενός πολυώνυμου μηδενικού βαθμού επί το και ενός πολυώνυμου μηδενικού βαθμού επί το .  


Η πολλαπλότητα είναι , διότι η ρίζα  δεν είναι λύση της χαρακτηριστικής.  

Η μερική λύση θα είναι της μορφής: 

, με  


 και .

Αντικαθιστούμε στην αρχική εξίσωση και έχουμε: .


Εξισώνουμε συντελεστές του  και του και έχουμε:

		



		   	 και  

Η μερική λύση είναι:  
Η γενική λύση της μη ομογενούς διαφορικής εξίσωσης είναι: 

		.
Επαλήθευση για την μερική λύση.



, , , αντικαθιστούμε στην αρχική και έχουμε:

 


6.  Να λυθεί η διαφορική εξίσωση: 

Λύση

Η ομογενής διαφορική εξίσωση είναι: .




Η χαρακτηριστική της ομογενούς είναι: , με ρίζες τις  και , άρα η λύση της ομογενούς είναι: .

Η .


Είναι το άθροισμα ενός πολυώνυμου μηδενικού βαθμού επί το και ενός πολυώνυμου μηδενικού βαθμού επί το .  


Η πολλαπλότητα είναι , διότι η ρίζα  είναι λύση της χαρακτηριστικής.  

Η μερική λύση θα είναι της μορφής: , με  

	 και 

	.

Αντικαθιστούμε στην αρχική εξίσωση και έχουμε: 


Εξισώνουμε συντελεστές του  και του και έχουμε:

		

		   	

Η μερική λύση είναι:  
Η γενική λύση της μη ομογενούς διαφορικής εξίσωσης είναι: 

		


Περίπτωση ΙV.  










Η συνάρτηση .   Είναι το άθροισμα ενός πολυώνυμου βαθμού  επί και ενός πολυώνυμου βαθμού  επί  και όλο αυτό επί με γνωστές σταθερές  και  αντίστοιχα για τα πολυώνυμα  και . 
         Η μερική λύση σε αυτή την περίπτωση είναι της μορφής:


			







Τα πολυώνυμα και  είναι του ίδιου βαθμού που είναι ο μεγαλύτερος των βαθμών  και , των οποίων τις σταθερές  και τις σταθερές  πρέπει να υπολογίσουμε. 


Το είναι η πολλαπλότητα της ρίζας  στην λύση της χαρακτηριστικής.



7.  Να λυθεί η διαφορική εξίσωση: 

Λύση

Η ομογενής διαφορική εξίσωση είναι: .  




Η χαρακτηριστική της ομογενούς είναι: , με ρίζες τις  και .   Η λύση της ομογενούς είναι: .   

Η .



Είναι το άθροισμα ενός πολυώνυμου μηδενικού βαθμού επί το και ενός πολυώνυμου μηδενικού βαθμού επί το  και όλο αυτό επί .

Η μερική λύση είναι της μορφής:  


Η πολλαπλότητα είναι , διότι η ρίζα  δεν είναι λύση της χαρακτηριστικής. 



Η μερική λύση θα είναι: , με  και .

Αντικαθιστούμε στην αρχική εξίσωση και διαιρούμε με , οπότε έχουμε: 




Εξισώνουμε συντελεστές του   


				    
Προσθέτουμε κατά μέλη και έχουμε: 


		, και .


Η μερική λύση είναι:  και η γενική λύση της μη ομογενούς διαφορικής εξίσωσης είναι: .


8.  Να λυθεί η διαφορική εξίσωση: 

Λύση

Η ομογενής διαφορική εξίσωση είναι: .  



Η χαρακτηριστική της ομογενούς είναι: , με ρίζες τις  και .   

Η λύση της ομογενούς είναι: .   

Η .



Είναι το άθροισμα ενός πολυώνυμου μηδενικού βαθμού επί το και ενός πολυώνυμου μηδενικού βαθμού επί το  και όλο αυτό επί .

Η μερική λύση είναι της μορφής:  


Η πολλαπλότητα είναι , διότι η ρίζα είναι λύση της χαρακτηριστικής. 



Η μερική λύση θα είναι: , με  και 

Αντικαθιστούμε στην αρχική εξίσωση και διαιρούμε με , οπότε έχουμε: 




Εξισώνουμε συντελεστές του   


				   

Η μερική λύση είναι: .
H γενική λύση της μη ομογενούς διαφορικής εξίσωσης είναι: 

		.

Σημείωση 1
Η μέθοδος της υπέρθεσης μας επιτρέπει να γράψουμε μία διαφορική εξίσωση σε άλλες πιο εύκολες διαφορικές εξισώσεις και όταν υπολογίσουμε τις μερικές λύσεις αυτών να προσθέσουμε τις μερικές λύσεις αυτών για να έχουμε την μερική λύση της αρχικής.  


9.  Να λυθεί η διαφορική εξίσωση: 

Λύση

Η ομογενής διαφορική εξίσωση είναι: .  




Η χαρακτηριστική της ομογενούς είναι: , με ρίζες τις  και .   Η λύση της ομογενούς είναι: .   

Η .  

Είναι το άθροισμα ενός πολυώνυμου πρώτου βαθμού και ενός πολυώνυμου πρώτου βαθμού επί την συνάρτηση .   

Η μερική λύση θα είναι της μορφής: ,

		.
ή

		




Επειδή  διότι η δεν είναι λύση της χαρακτηριστικής και  διότι η  δεν είναι λύση της χαρακτηριστικής.


Οπότε έχουμε:  και  .  
Αντικαθιστούμε στην αρχική εξίσωση και έχουμε: 


	

Εξισώνουμε συντελεστές της αυτής δυνάμεως του :

		

			

	         

	           
Η μερική λύση θα είναι: 

		.


Παρατηρούμε ότι η , είναι η λύση του παραδείγματος 1 και η , που είναι η λύση του παραδείγματος 3.  
Σύμφωνα με την σημείωση 1 η διαφορική εξίσωση: 

		
μπορούσε να λυθεί λύνοντας τις διαφορικές εξισώσεις: 

		
και

		
Προσθέτοντας εν συνεχεία στην λύση της ομογενούς τις δύο μερικές λύσεις.

Επίσης η διαφορική εξίσωση: μπορούσε να λυθεί λύνοντας τις διαφορικές εξισώσεις: 

		
και

		
και

		
και

				
Προσθέτοντας εν συνεχεία στην λύση της ομογενούς τις τέσσερις μερικές λύσεις.


10.  Να λυθεί η διαφορική εξίσωση: 

Λύση

Η ομογενής διαφορική εξίσωση είναι: .  




Η χαρακτηριστική της ομογενούς είναι: , με ρίζες τις  και .   Η λύση της ομογενούς είναι: .   

Η .  


Είναι το άθροισμα ενός πολυώνυμου πρώτου βαθμού και ενός πολυώνυμου μηδενικού βαθμού επί  και ενός πολυώνυμου μηδενικού βαθμού επί .   

Η μερική λύση θα είναι της μορφής: ,

	
ή

		




Επειδή  διότι η δεν είναι λύση της χαρακτηριστικής και  διότι η  δεν είναι λύση της χαρακτηριστικής.


Οπότε έχουμε:    και  .  
Αντικαθιστούμε στην αρχική εξίσωση και έχουμε: 

	

Εξισώνουμε συντελεστές της αυτής δυνάμεως του :

		

			

	         

	           
Πολλαπλασιάζουμε με τρία την τελευταία εξίσωση και την προσθέτουμε στην προηγούμενη και έχουμε:


		 και .

Η μερική λύση θα είναι: .


Παρατηρούμε ότι η , είναι η λύση του παραδείγματος 1 και η , που είναι η λύση του παραδείγματος 5.
Η γενική λύση της μη ομογενούς διαφορικής εξίσωσης είναι: 

		

 Η διαφορική εξίσωση: μπορούσε να λυθεί λύνοντας άλλες διαφορικές εξισώσεις.  (ποιες;)

11.  Να λυθεί η διαφορική εξίσωση: 

Λύση

Η ομογενής διαφορική εξίσωση είναι: .




Η χαρακτηριστική της ομογενούς είναι: , με ρίζες τις  και , άρα η λύση της ομογενούς είναι: .

Η .


Είναι το άθροισμα ενός πολυώνυμου πρώτου βαθμού και ενός πολυώνυμου μηδενικού βαθμού επί τοκαι ενός πολυώνυμου μηδενικού βαθμού επί το .  




Η πολλαπλότητα , διότι η ρίζα δεν είναι λύση της χαρακτηριστικής και η πολλαπλότητα , διότι η ρίζα είναι λύση της χαρακτηριστικής.  

Η μερική λύση θα είναι της μορφής: , με  

	 
και 

	.

Αντικαθιστούμε στην αρχική εξίσωση και έχουμε: 


Εξισώνουμε συντελεστές του  και του και έχουμε:

		

		   	

                                

                                 

Η μερική λύση είναι:  
Η γενική λύση της μη ομογενούς διαφορικής εξίσωσης είναι: 

		







12.  Να λυθεί η διαφορική εξίσωση: 

Λύση

Η ομογενής διαφορική εξίσωση είναι: .  




Η χαρακτηριστική της ομογενούς είναι: , με ρίζες τις  και .   Η λύση της ομογενούς είναι: .   

Η .




Είναι το άθροισμα ενός πολυώνυμου πρώτου βαθμού επί και το άθροισμα ενός πολυώνυμου μηδενικού βαθμού επί το και ενός πολυώνυμου μηδενικού βαθμού επί το  και αυτό επί .

Η μερική λύση είναι της μορφής:  




Η πολλαπλότητα είναι , διότι η ρίζα δεν είναι λύση της χαρακτηριστικής και , διότι η ρίζα είναι λύση της χαρακτηριστικής. 



Η μερική λύση θα είναι: , με  και 

Αντικαθιστούμε στην αρχική εξίσωση και διαιρούμε με , οπότε έχουμε: 

Εξισώνουμε συντελεστές του 


			  


			   

                                	      

                                          

Η μερική λύση είναι: .
H γενική λύση της μη ομογενούς διαφορικής εξίσωσης είναι: 

		


Στον παρακάτω Πίνακα 1 συνοψίζουμε τους τύπους των μερικών λύσεων  για την  ειδική μορφή του τύπου της συνάρτησης .

Πίνακας 1

	Α
	
Τύπος της συνάρτησης 
	Ρίζες Χαρακτηριστικής
	
Τύπος της μερικής λύσης

	

Ι


	



	

 Η  δεν είναι ρίζα της χαρακτηριστικής εξίσωσης.
	



	
	
	


 Η είναι ρίζα της  χαρακτηριστικής με  πολλαπλότητα .
	



	


ΙΙ


	




	

Η  δεν είναι ρίζα της χαρακτηριστικής εξίσωσης.
	



	
	
	


 Η  είναι ρίζα της  χαρακτηριστικής με  πολλαπλότητα .
	



	


ΙΙΙ
	




	

Η δεν είναι ρίζα της χαρακτηριστικής. 
	



	
	
	


 Η είναι ρίζα της  χαρακτηριστικής με  πολλαπλότητα .
	




	


 IV
	




	

Η  δεν είναι ρίζα της χαρακτηριστικής εξίσωσης.
	




	
	
	


 Η είναι ρίζα της  χαρακτηριστικής με  πολλαπλότητα .
	








Όπου  με  , είναι μία πολυωνυμική 
συνάρτηση με γνωστές σταθερές.

Το πολυώνυμο , είναι ένα πολυώνυμο

του αυτού βαθμού με το πολυώνυμο  του οποίου πρέπει να υπολογίσουμε τις σταθερές

.
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