ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΣ LAPLACE


Θα μελετηθεί ένας ειδικός ολοκληρωτικός μετασχηματισμός για την επίλυση προβλημάτων αρχικών ή συνοριακών τιμών.







Έστω πραγματική συνάρτηση πραγματικής μεταβλητής  Η ικανοποιεί ορισμένες συνθήκες που θα δοθούν αργότερα. Ονομάζεται μετασχηματισμός Laplace της και συμβολίζεται με  ή  το γενικευμένο ολοκλήρωμα 


       (1)



Θεώρημα : Έστω ότι η f είναι (α) τμηματικά συνεχής στο κλειστό διάστημα  (β) εκθετικής τάξης c, δηλαδή  ώστε 
                     


για Μ>0. Τότε ο μετασχηματισμός Laplace 


, υπάρχει για κάθε 


· Εφαρμογές :   Α) Επίλυση μη-ομογενών προβλημάτων
                              
                               Β) Θεωρία γραμμικών συστημάτων ελέγχου

                                            Γ)  Σε γραμμικές διαφορικές εξισώσεις σε μη-φραγμένα πεδία

Πόρισμα: Αν ισχύει το Θεώρημα και υπάρχει ο ΜL τότε 
 
1. 

2. 

Η συνάρτηση είναι φραγμένη σε κάθε περιοχή του .


Παράδειγμα 1 Να υπολογιστεί ο ΜL της 


Λύση: Είναι 

                                               =

                                               = 

                                               = 


Παράδειγμα 2: Να υπολογιστεί ο ΜL της 


Λύση: Έχω 

                                          = 
        

                                          = 


                                          =





Παράδειγμα 3: Να υπολογιστεί ο ΜL των συναρτήσεων  .



Λύση:  και 


Τώρα έχουμε 

                                                          = 


                                                         = 



Επομένως   και 



Παράδειγμα 4:  Να υπολογιστεί ο ΜL της συνάρτησης 
 

Λύση:  


                      = 



Επειδή  καθώς , έπεται ότι





                                                   = 


                                                 = 


                                                = 


Παρατήρηση:  Επαγωγικά, έχουμε ότι ισχύει ο γενικός τύπος:


                                   


Παράδειγμα 5: Να υπολογιστεί ο ΜL της συνάρτησης 



                      

                            = 0,  10


                            = , 20


Λύση:  


                    = 


                     = 







ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΥ LAPLACE



Θεώρημα 1 :  (Γραμμικότητα) Ισχύει ότι 


                          






Θεώρημα 2 :  (Θ. Μετατόπισης) Αν η  έχει ΜL την συνάρτηση  τότε ο ΜL της  είναι ο 



Παράδειγμα: 1) Επειδή  έχω ότι 


                                    


2) 

Επειδή , έχουμε ότι 







Θεώρημα 3:  (πολλαπλασιασμός με σταθερά) Αν ο ΜL της  είναι ο  τότε ο ΜL της ,  θα είναι 




Παράδειγμα :  Επειδή  έχουμε ότι 


                                      



Επίσης 









Θεώρημα 4: (παραγώγιση) Έστω  συνεχής και η  τμηματικά συνεχής στο  Έστω ότι η  είναι εκθετικής τάξης καθώς  Τότε ο ΜL της  υπάρχει και δίνεται από τον τύπο:


                           


Επίσης ισχύει 


Επαγωγικά ισχύει: 








Πρόταση:  (Ιδιότητες Αρχικών Τιμών) Αν η συνεχής στο , υπάρχει το η  είναι τμηματικά λεία στο  και  εκθετικής τάξης, τότε 



                       


Θεώρημα 5: (ολοκλήρωση) Αν υπάρχει ο ΜL της , τότε ισχύει 


                                            



Παράδειγμα: Επειδή  θα ισχύει 



           


Επίσης, επειδή       θα έχουμε ότι θα ισχύει



          ,     







ή           επομένως    


Θεώρημα 6: (συνάρτηση Γάμμα) Ισχύει ότι 




   όπου     




Θεώρημα 7:  (περιοδικές) Έστω   τότε



                          


 
Θεώρημα 8:   (παράγωγος μετασχηματισμού) Αν ισχύει 



                                 τότε        



Πόρισμα:                        

















ΑΣΚΗΣΕΙΣ


1) 
Να βρεθεί ο 

2) 
Να βρεθεί ο 

3) 

Να βρεθεί ο  αν ισχύει ότι 
4) 

Να βρεθεί ο  αν ισχύει ότι 

5) 
Να βρεθεί ο 
 
6) 
Να βρεθεί ο  

7) 
Να βρεθεί ο  

8) 

Να βρεθεί ο  όπου 

                                                       = 

9) 

Να βρεθεί ο  όπου 

                                                             = 



10)  Να  βρεθεί ο  όπου 

                                                             = 

                                                             = 







ΑΝΤΙΣΤΡΟΦΟΣ ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΣ LAP LACE






Για τον υπολογισμό του αντίστροφου μετασχηματισμού Laplace θα χρησιμοποιήσουμε την μέθοδο της Ανάλυσης Κλασμάτων. Έχουμε έναν μετασχηματισμό στην μορφή , όπου  και  είναι πολυώνυμα ως προς . Θα μελετήσουμε τρεις περιπτώσεις ανάλογα με την μορφή του 
· 

Περίπτωση 1η: Μη επαναλαμβανόμενοι παράγοντες της μορφής  ( πραγματικός).
· 

Περίπτωση 2η : Επαναλαμβανόμενοι παράγοντες της μορφής  (πραγματικός).
· 
Περίπτωση 3η: Μιγαδικοί παράγοντες της μορφής . 






Παράδειγμα (Περίπτωση 1η): Υπολογίστε τον αντίστροφο μετασχηματισμό Laplace της συνάρτησης . Πρώτα γράφουμε τον σε ανάλυση κλασμάτων, δηλαδή , όπου  είναι σταθερές οι οποίες θα υπολογιστούν. Πολλαπλασιάζοντας με το Ελάχιστο Κοινό Πολλαπλάσιο  έχουμε 

                                     .


Κάνοντας πράξεις και εξισώνοντας τους αντίστοιχους συντελεστές βρίσκουμε ότι  Επομένως 
Παίρνοντας τον αντίστροφο μετασχηματισμό Laplace, βρίσκουμε την λύση, δηλαδή

                                     



Παράδειγμα (Περίπτωση 2η): Υπολογίστε τον αντίστροφο μετασχηματισμό Laplace της συνάρτησης: Εδώ έχουμε μια διπλή πραγματική λύση στο 0. Γράφουμε, όπως και πριν την σε ανάλυση κλασμάτων: 

                           


Πολλαπλασιάζουμε με  και παίρνουμε την σχέση  ή




Εξισώνοντας τους συντελεστές βρίσκουμε  Επομένως  Παίρνοντας αντίστροφο μετασχηματισμό Laplace έχουμε 



Παράδειγμα (Περίπτωση 3η): Υπολογίστε τον αντίστροφο μετασχηματισμό Laplace της συνάρτησης Εδώ έχουμε μιγαδικούς αριθμούς ως λύσεις του παρονομαστή. Επομένως γράφουμε το κλάσμα ως εξής: 

                                       
Άρα παίρνοντας αντίστροφο μετασχηματισμό Laplace έχουμε:     

                                              

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΥ LAPLACE


A) Επίλυση Διαφορικών Εξισώσεων. Ο μετασχηματισμός Laplace μπορεί να χρησιμοποιηθεί για την επίλυση συγκεκριμένων μορφών διαφορικών εξισώσεων (προβλήματα αρχικών τιμών), με την βοήθεια της άλγεβρας. Η διαδικασία είναι η ακόλουθη. 
· Εφαρμόζουμε μετασχηματισμό Laplace στην διαφορική εξίσωση (χρησιμοποιώντας τον μετασχηματισμό Laplace για παραγώγους, χωρίς να ξεχνάμε τις αρχικές συνθήκες)
· Λύνουμε ως προς τον μετασχηματισμό Laplace της άγνωστης συνάρτησης 
· Με την βοήθεια του αντίστροφου μετασχηματισμού Laplace βρίσκουμε την λύση της διαφορικής μου εξίσωσης.


Παράδειγμα 1: Να βρεθεί η λύση της διαφορικής εξίσωσης 



                                , όπου  και 
Παίρνοντας μετασχηματισμό Laplace έχουμε:

                , ή 



                . Έχουμε , ή  

Λύνοντας ως προς , έχουμε   

                                                     

Παίρνοντας αντίστροφο μετασχηματισμό Laplace έχουμε: 








Παράδειγμα 2: Να λυθεί η διαφορική εξίσωση  με   και 
Εφαρμόζουμε τον μετασχηματισμό Laplace στην διαφορική και έχουμε 


                 Ισοδύναμα γράφουμε .

Λύνουμε ως προς  και παίρνουμε 

                         
Εφαρμόζουμε αντίστροφο μετασχηματισμό Laplace και βρίσκουμε την λύση της διαφορικής εξίσωσης (αφού πρώτα κάνουμε ανάλυση κλασμάτων στο δεύτερο κλάσμα)

                                   

Β) Επίλυση Συστημάτων Διαφορικών Εξισώσεων. Εφαρμόζουμε μετασχηματισμό Laplace σε κάθε μία από τις διαφορικές εξισώσεις και καταλήγουμε στην επίλυση ενός συστήματος 2 επί 2, το οποίο λύνεται κατά τα γνωστά.

Παράδειγμα: Να λυθεί το ακόλουθο σύστημα διαφορικών εξισώσεων


                                                       (1) 

                                                       (2) 


Εφαρμόζουμε μετασχηματισμό Laplace στα δύο μέλη των εξισώσεων του συστήματος με αρχικές συνθήκες  και . Έχουμε 



. Άρα   (3)



Επίσης . Άρα έχουμε    (4)
Αντικαθιστούμε την (3) στην (4) και έχουμε:




Άρα παίρνουμε ,     (5)


και  .                          (6)


Εφαρμόζουμε αντίστροφο μετασχηματισμό Laplace και στα δύο μέλη των (5) και (6), οπότε έχουμε:        και  .

ΑΣΚΗΣΕΙΣ LAPLACE

1) 
Να υπολογιστεί ο αντίστροφος μετασχηματισμός Laplace της 
2) 
Όμοια της συνάρτησης 
3) 
Όμοια της συνάρτησης 
4) 
Όμοια της συνάρτησης 
5) 
Όμοια της συνάρτησης ¨
6) 
Όμοια της συνάρτησης 

7) Να υπολογιστεί ο μετασχηματισμός Laplace της συνάρτησης 


                
8)  Να υπολογιστεί ο μετασχηματισμός Laplace της συνάρτησης 


                      

9) 

Να λυθεί η δ.ε. με Μ.L  αν 



   10) Να λυθεί η δ.ε. με Μ.L  αν 


   11) Όμοια  αν 



  12) Όμοια  αν 



  13) Όμοια  αν   



  14) Όμοια , αν 



  15) Όμοια , αν 



  16) Όμοια  αν 
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