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Ορίζουσvα - Αντίσvτροφος πίνακας

΄Εσvτω A,B τετραγωνικοί πίνακες n× n. Αν ισvχύουν
AB = I, BA = I

τότε ο B ονομάζεται αντίσvτροφος του A και σvυμβολίζεται A−1

Αν υπάρχει ο αντίσvτροφος ενός πίνακα τότε αυτός είναι μοναδικός.
Από τις παραπάνω σvχέσvεις είναι προφανές ότι ο αντίσvτροφος του B είναι ο A.

Δηλαδή
(

A−1
)

−1
= A

΄Οταν ένας πίνακας έχει αντίσvτροφο λέγεται αντισvτρέψιμος

Αν έχουμε δυο πίνακεςA,B τετραγωνικούς n×n, αντισvτρέψιμους τότε ισvχύουν

(AB)−1 = B−1A−1

(

Ak
)

−1
=

(

A−1
)k

= A−k

Αντισvτροφος 2× 2

Αν έχουμε τον πίνακα

A =

[

a b

c d

]

τότε για να είναι αντισvτρέψιμος θα πρεπει να υπάρχει πίνακας

X =

[

x y

z w

]

ώσvτε AX = I και XA = I δηλαδή
[

a b

c d

] [

x y

z w

]

=

[

x y

z w

] [

a b

c d

]

=

[

1 0
0 1

]

από τις παραπάνω εξισvώσvεις προκύπτουν

x = d
ad−bc

y = −b
ad−bc

z = −c
ad−bc

w = a
ad−bc

(1)

Ορίζουσvα 2× 2

Είναι προφανές ότι για να υπάρχει ο αντίσvτροφος του A ικανή και αναγκαία σvυν-
θήκη είναι

ad− bc 6= 0
Ο αριθμός ad−bc ονομάζεται Ορίζουζα του A και σvυμβολίζεται ως |A|ή det (A)
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Ορίζουσvα n× n

Ιδιότητες

Η ορίζουσvα ενός τετραγωνικού πίνακα A, διασvτάσvεων n× n είναι ένας μοναδικός
αριθμός με τις παρακάτω ιδιότητες:

1. Η ορίζουσvα εξαρτάται γραμμικά από την πρώτη γραμμή της. Δηλαδή ισvχύει:
∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 + b11 a12 + b12 a13 + b13
c21 c22 c23
c31 c32 c33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 a13
c21 c22 c23
c31 c32 c33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

b11 b12 b13
c21 c22 c23
c31 c32 c33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

και
∣

∣

∣

∣

∣

∣

ka11 ka12 ka13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= k

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Η γραμμική εξάρτησvη όπως θα φανεί και από τις παρακάτω ιδιότητες τελικά
ισvχύει για κάθε γραμμή και για κάθε σvτήλη.
Προσvοχή! Το πρώτο σvκέλος της ιδιότητας δεν σvημαίνει |A+B| = |A|+|B|!!!
Γενικά ισvχύει|A+B| 6= |A| + |B|ενώ από τη δεύτερη ιδιότητα προκύπτει πως

|kA| = kn |A|

2. Αν ο πίνακας Α έχει δυο γραμμές ή σvτήλες ίσvες ή ανάλογες, τότε έχε
ορίζουσvα ίσvη με 0.
Για παράδειγμα:
∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3
1 2 3
x y z

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0 ,

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 −2 x

−1 2 y

5 10 z

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0

3. Αν ένας πίνακας έχει μία γραμμή ή μία σvτήλη που αποτελείται μόνο από
μηδενικά σvτοιχεία, τότε η ορίζουσvά του ισvούται με 0.

∣

∣

∣

∣

∣

∣

s t x

0 0 0
y z w

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0

4. ΄Ενας τριγωνικός πίνακας έχει ορίζουσvα ίσvη με το γινόμενο των σvτοιχείων
της διαγωνίου. Το ίδιο ισvχύει και για τους διαγώνιους πίνακες.

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a x z

0 b y

0 0 c

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a 0 0
k b 0
l m c

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a 0 0
0 b 0
0 0 c

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= abc

5. Αν οι γραμμές ή οι σvτήλες ενός πίνακα δεν είναι όλες γραμμικά ανεξάρτητες
τότε ο πίνακας έχει ορίζουσvα ίσvη με 0. (Σε αυτή την περίπτωσvη αποδεικνυεται ότι
ο πίνακας δεν ειναι αντισvτρέψιμος. Ισvχύει και το αντίσvτροφο)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x11 x12 x13

x21 x22 x23

ax11 + bx21 ax12 + bx22 ax13 + bx23

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x11 x12 kx11 + lx12

x21 x22 kx21 + lx22

x31 x32 kx31 + lx32

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0
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6. Αν σvε ένα πίνακα εφαρμόσvουμε σvτοιχειώδεις πράξεις γραμμών ή αντίσvτοιχες
πράξεις μεταξύ σvτηλών, εκτός από εναλλαγές, τότε ο πίνακας που προκύπτει έχει
ορίζουσvα ίσvη με τον αρχικό.

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3
1 4 5
1 6 9

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3
0 2 2
0 4 6

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3
0 2 2
0 0 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 1 · 2 · 2 = 4

7. Αν εναλλάξουμε δύο διαδοχικές γραμμές ή σvτήλες, η ορίζουσvα που προκύπτει
είναι αντιθετη της αρχικής

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x11 x12 x11

x21 x22 x23

x31 x32 x33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x11 x12 x11

x31 x32 x33

x21 x22 x23

∣

∣

∣

∣

∣

∣

8. Η ορίζουσvα του γινομένου δύο πινάκων n× n ισvούται με το γινόμενο των
επιμέρους οριζουσvών

|ΑΒ| = |Α| |Β|

9. Η ορίζουσvα ενός n × n πίνακα ισvούται με την ορίζουσvα του ανάσvτροφού
του.

∣

∣AT
∣

∣ = |A|

10. Δύο όμοιοι πίνακες έχουν την ίδια ορίζουσvα.

Παράδειγμα 1. Να υπολογισvτεί η οριζουσvα του πίνακα

A =









1 1 1 1
1 a b c

1 a2 b2 c2

1 a3 b3 c3









Εφαρμόζοντας τις παραπάνω ιδιότητες έχουμε
Αφαιρώντας την πρώτη γραμμή από τις υπόλοιπες παίρνουμε:

|A| =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1 1 1
1 a b c

1 a2 b2 c2

1 a3 b3 c3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1 1 1
0 a− 1 b− 1 c− 1
0 a2 − 1 b2 − 1 c2 − 1
0 a3 − 1 b3 − 1 c3 − 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1 1 1
0 a− 1 b− 1 c− 1
0 (a− 1) (a+ 1) (b− 1) (b+ 1) (c− 1) (c+ 1)
0 (a− 1)

(

a2 + a+ 1
)

(b− 1)
(

b2 + b+ 1
)

(c− 1) (c+ c+ 1)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Αφαιρώντας την 2η γραμμή πολλαπλασvιασvμένη με (a+ 1)
(

a2 + a+ 1
)

από την
3η και την 4η γραμμή αντίσvτοιχα έχουμε

|A| =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1 1 1
0 a− 1 b− 1 c− 1
0 0 (b − 1) (b− a) (c− 1) (c− a)
0 0 (b− 1)

(

b2 + b− a2 − a
)

(c− 1)
(

c+ c− a2 − a
)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣
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=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1 1 1
0 a− 1 b− 1 c− 1
0 0 (b− 1) (b− a) (c− 1) (c− a)
0 0 (b− 1) (b− a) (b+ a+ 1) (c− 1) (c− a) (c+ a+ 1)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Αφαιρώντας την 3η γραμμή από την 4η πολλαπλασvιασvμένη με (b+ a+ 1)έχουμε

|A| =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1 1 1
0 a− 1 b− 1 c− 1
0 0 (b− 1) (b− a) (c− 1) (c− a)
0 0 0 (c− 1) (c− a) (c− b)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Οπότε η ορίζουσvα έχει τώρα άνω τριγωνική μορφή και το αποτέλεσvμα είναι το
γινόμενο των σvτοιχείων της διαγωνίου

|A| = (a− 1) (b− 1) (b− a) (c− 1) (c− a) (c− b)

Ελάσvσvονες Ορίζουσvες-Αλγεβρικά Συμπληρώματα

΄Εσvτω ένας πίνακας A διασvτάσvεων n× n

A =











a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

an1 an2 · · · ann











Ελάσvσvονα ορίζουσvα του A ονομάζουμε την

ορίζουσvα που προκύπτει αν διαγράψουμε μια γραμμή και μια σvτήλη του A. Για
παράδειγμα αν διαγράψουμε την πρώτη γραμμή και την πρώτη σvτήλη του προηγού-
μενου πίνακα προκύπτει η ελάσvσvων ορίζουσvα

M11 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a22 · · · a2n
.

.

.

.

.

.

.

.

.

an2 · · · ann

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Για κάθε σvτοιχείο aij του πίνακα υπάρχει ένας αριθμός Aij που προκύπτει αν
σvτην ορίζουσvα του πίνακα διαγράψουμε την i γραμμή και τηνj σvτήλη σvτις οποίες
βρίσvκεται το σvτοιχείο και πολλαπλασvιάσvουμε με (−1)i+j

. Ο Aij = (−1)i+jMij

ονομάζεται αλγεβρικό σvυμπλήρωμα του aij ή σvυμπαράγοντας του aij .

Παράδειγμα 2. ΄Εσvτω ο πίνακας

A =





1 −1 0
0 2 −2
3 0 −1





Οι ελασvσvονες ορίζουσvες και τα αλγεβρικά σvυμπληρώματα του πίνακα θα είναι:

M11 =

∣

∣

∣

∣

2 −2
0 1

∣

∣

∣

∣

= 2, A11 = (−1)
1+1

∣

∣

∣

∣

2 −2
0 1

∣

∣

∣

∣

= 2,

M12 =

∣

∣

∣

∣

0 −2
3 −1

∣

∣

∣

∣

= 6 A12 = (−1)1+2

∣

∣

∣

∣

0 −2
3 −1

∣

∣

∣

∣

= −6

M13 =

∣

∣

∣

∣

0 2
3 0

∣

∣

∣

∣

= −6 A13 = (−1)
1+3

∣

∣

∣

∣

0 2
3 0

∣

∣

∣

∣

= −6

Συνεχίζοντας σvτις επόμενες γραμμές έχουμε

M21 =

∣

∣

∣

∣

−1 0
0 −1

∣

∣

∣

∣

= 1, A21 = (−1)
2+1

M21 = −1
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M22 =

∣

∣

∣

∣

1 0
3 −1

∣

∣

∣

∣

= −1, A22 = (−1)
2+2

M22 = −1

M23 =

∣

∣

∣

∣

1 −1
3 0

∣

∣

∣

∣

= 3, A23 = (−1)
2+3

M23 = −3

M31 =

∣

∣

∣

∣

2 −2
0 −1

∣

∣

∣

∣

= −2, A31 = (−1)
3+1

M21 = −2

M32 =

∣

∣

∣

∣

1 0
0 −2

∣

∣

∣

∣

= −2, A22 = (−1)3+2
M22 = 2

M33 =

∣

∣

∣

∣

1 −1
0 2

∣

∣

∣

∣

= 2, A33 = (−1)
3+3

M23 = 2

Ανάπτυγμα της Ορίζουσvας σvε Συμπαράγοντες (Αλγεβρικά Συμπληρώ-
ματα)

Η ορίζουσvα ενός τετραγωνικού πίνακα n × n είναι ένας γραμμικός σvυνδυασvμός
των σvτοιχείων της πρώτης γραμμής και των σvυμπαραγόντων τους. Δηλαδή αν

A =











a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

an1 an2 · · · ann











τότε
det (A) = a11A11 + a12A12 + ...+ a1nA1n

Παράδειγμα 3: Στον πίνακα του προηγούμενου παραδείγματοςA =





1 −1 0
0 2 −2
3 0 −1





θα έχουμε

det (A) = a11A11+a12A12+a13A13 = 1·(−1)
1+1

∣

∣

∣

∣

2 −2
0 −1

∣

∣

∣

∣

+(−1)·(−1)
1+2

∣

∣

∣

∣

0 −2
3 0

∣

∣

∣

∣

+

0 · (−1)
1+3

∣

∣

∣

∣

0 2
3 0

∣

∣

∣

∣

= −2 + 6 + 0 = 4

Με τον παραπάνω τρόπο η ορίζουσvα 3×3 γράφεται σvαν ανάπτυγμα οριζουσvών 2×2.

Μια ορίζουσvα μπορεί να γραφτεί ως γραμμικός σvυνδυασvμός
μιας οποιαδήποτε γραμμής ή σvτήλης της.
Παράδειγμα 4: Η ορίζουσvα του παραπάνω πίνακα μπορεί να γραφτεί και ως ανάπ-
τυγμα της 2ης σvτήλης οπότε τότε θα έχουμε:



6

det (A) = a12A12+a22A22+a32A32 = (−1) (−1)
1+2

∣

∣

∣

∣

0 −2
3 −1

∣

∣

∣

∣

+2 (−1)
2+2

∣

∣

∣

∣

1 0
3 −1

∣

∣

∣

∣

+

0 (−1)
3+2

∣

∣

∣

∣

1 0
0 −2

∣

∣

∣

∣

= 6− 2 = 4

Αντίσvτροφος πίνακας

΄Εσvτω ένας A τετραγωνικός πίνακας n× n.

ΟA είναι αντισvτρέψιμος αν και μονο αν det (A) 6= 0
Ο αντίσvτροφος του A ισvούται με

A−1 = 1
det(A)











A11 A21 · · · An1

A12 A22 · · · An2

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

A1n A2n · · · Ann











Παράδειγμα 5: Για τον πίνακα του παραδείγματος 2 έχουμε

A−1 = 1
det(A)





A11 A21 A31

A12 A22 A32

A13 A23 A33



 = 1
4





2 −1 −2
−6 −1 2
6 −3 2






