ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1: ΕΙΣΑΓΩΓΗ
Πείραμα είναι μια διαδικασία που δίνει (παράγει) ένα από πολλά δυνατά αποτελέσματα outcomes). H εκτέλεση ενός πειράματος ονομάζεται και δοκιμή.
Παράδειγμα 1: Η ρίψη ενός νομίσματος. Αποτελέσματα (outcomes) Κ (κορώνα) και Γ (γράμματα).
Παράδειγμα 2: Η ρίψη ενός ζαριού. Outcomes 1, 2, 3, 4, 5 και 6.
Παράδειγμα 3: Οι αφίξεις μας σε ένα σταθμό του μετρό. Outcomes οι χρόνοι αναμονής μέχρι την έλευση του επόμενου συρμού.     
Το σύνολο των αποτελεσμάτων (outcomes) αποτελεί το σύνολο αναφοράς Ω. Γεγονός (event) ή ενδεχόμενο είναι ένα σύνολο αποτελεσμάτων, δηλ. ένα υποσύνολο του συνόλου αναφοράς Ω. Για παράδειγμα, στη ρίψη ενός ζαριού γεγονός (event) είναι η εμφάνιση άρτιας ένδειξης. Αυτό αποτελείται από τα αποτελέσματα 2, 4 και 6. Κάθε αποτέλεσμα χωριστά είναι υποσύνολο του Ω, άρα μπορεί να θεωρηθεί από μόνο του ως event. To κενό σύνολο  θεωρείται ότι είναι ένα γεγονός. To σύνολο αναφοράς Ω είναι το γεγονός που περιλαμβάνει όλα τα αποτελέσματα του πειράματος.
	Σε μια δοκιμή ενός πειράματος λέμε ότι ένα γεγονός Α πραγματοποιείται αν το αποτέλεσμα (outcome) που θα έρθει (θα εμφανιστεί) στην εν λόγω δοκιμή ανήκει στο γεγονός (event) Α. Το κενό σύνολο δεν περιέχει αποτελέσματα, άρα δεν πραγματοποιείται ποτέ (αδύνατο γεγονός). Αντίθετα, το σύνολο αναφοράς Ω πραγματοποιείται πάντα (βέβαιο γεγονός). 
Ορισμoί της πιθανότητας:
Α) Κατά Laplace:
Αν το σύνολο αναφοράς ενός πειράματος αποτελείται από Ν ισοπίθανα αποτελέσματα, κάθε αποτέλεσμα έχει πιθανότητα 1/Ν να εμφανιστεί και ένα γεγονός Α που περιλαμβάνει Κ αποτελέσματα έχει πιθανότητα Ρ(Α)=Κ/Ν να συμβεί. Για παράδειγμα, στη ρίψη ενός αμερόληπτου (όχι σκάρτου ή «πειραγμένου») ζαριού, κάθε αποτέλεσμα (ένδειξη) έχει πιθανότητα 1/6 να εμφανιστεί. Το γεγονός «άρτιο αποτέλεσμα» έχει πιθανότητα 3/6=1/2 να συμβεί, αφού αυτό το γεγονός περιλαμβάνει 3 αποτελέσματα (τα 2, 4 και 6). Ο παρών ορισμός της πιθανότητας πάσχει αφού ορίζει την πιθανότητα μέσω της λέξης «ισοπίθανα» που περιλαμβάνει την έννοια της πιθανότητας. Πάντως, αφού είναι 0≤Κ≤Ν, για κάθε γεγονός Α είναι 0≤Ρ(Α)≤1. Επίσης είναι Ρ()=0, αφού για το  είναι Κ=0,  και Ρ(Ω)=1, αφού για το Ω είναι Κ=Ν. 
Β) Κατά von Mises:
Αν εκτελέσουμε ένα πείραμα Ν φορές και ένα γεγονός Α πραγματοποιείται στις ΝΑ από αυτές τις φορές, δηλ. οι ευνοϊκές δοκιμές είναι ΝΑ, η πιθανότητα του γεγονότος Α είναι ίση με 

Αυτός ο ορισμός είναι βελτιωμένος αλλά απαιτεί πάρα πολλές επαναλήψεις καθενός πειράματος, αφού η πιθανότητα ορίζεται ως το όριο μιας άπειρης διαδικασίας. Πάλι, αφού είναι 0≤ΝΑ≤Ν, για κάθε γεγονός Α είναι 0≤Ρ(Α)≤1. Επίσης, είναι Ρ()=0 και Ρ(Ω)=1, αφού για το  είναι ΝΑ=0 και για το Ω είναι ΝΑ=Ν. 
Το πηλίκο  ονομάζεται και σχετική συχνότητα πραγματοποίησης του γεγονότος Α. Έτσι, η πιθανότητα Ρ(Α) ορίζεται ως το όριο της σχετικής συχνότητας του γεγονότος Α όταν το πλήθος των επαναλήψεων του πειράματος τείνει στο άπειρο.  
Γ) Αξιωματικός ορισμός:
Πριν προχωρήσουμε στον αξιωματικό ορισμό της πιθανότητας, ας θυμηθούμε μερικές έννοιες και γνώσεις από τη θεωρία των συνόλων. Όλα τα σύνολα με τα οποία ασχολούμαστε σε μια εφαρμογή είναι υποσύνολα ενός υπερσυνόλου Ω, για εμάς του συνόλου αναφοράς Ω. Συμπληρωματικό (complementary) ενός συνόλου Α είναι το σύνολο που περιλαμβάνει τα στοιχεία του υπερσυνόλου Ω που δεν ανήκουν στο σύνολο Α. Συμβολίζεται με AC ή με . Για εποπτική απεικόνιση των συνόλων χρησιμοποιούνται τα διαγράμματα Venn. Το υπερσύνολο Ω παριστάνεται με ένα ορθογώνιο παραλληλόγραμμο και τα διάφορα σύνολα με κλειστές γραμμές μέσα στο ορθογώνιο. Τα στοιχεία ενός συνόλου Α παριστάνονται με σημεία μέσα στην αντίστοιχη κλειστή γραμμή και τα στοιχεία του συνόλου  με σημεία του ορθογωνίου έξω από την κλειστή γραμμή. 
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Σχ. 1 Ένα σύνολο Α και το συμπληρωματικό του.
Ένωση δύο συνόλων Α και Β είναι το σύνολο που αποτελείται από τα στοιχεία του Ω που ανήκουν στο σύνολο Α είτε στο σύνολο Β. Με άλλα λόγια, αποτελείται από τα κοινά και τα μη κοινά στοιχεία των δύο συνόλων. Παριστάνεται με ΑΒ ή με Α+Β (πιο σπάνια). Τομή δύο συνόλων Α και Β είναι το σύνολο που αποτελείται από τα στοιχεία του Ω που ανήκουν στο σύνολο Α και στο σύνολο Β. Με άλλα λόγια, αποτελείται από τα κοινά στοιχεία των δύο συνόλων. Παριστάνεται με ΑΒ ή με Α˖Β ή με ΑΒ. Αν έχουμε περισσότερα από δύο σύνολα, η ένωση αυτών ορίζεται ως το σύνολο που αποτελείται από τα στοιχεία του Ω που ανήκουν σε οποιοδήποτε από αυτά τα σύνολα. Με άλλα λόγια, η ένωση των συνόλων αποτελείται από τα κοινά και μη κοινά στοιχεία όλων αυτών των συνόλων. Είναι προφανές ότι Α=Ω. Ομοίως, η τομή αυτών των συνόλων αποτελείται μόνο από τα κοινά στοιχεία όλων αυτών των συνόλων.  
Λέμε ότι δύο σύνολα Α και Β είναι ξένα μεταξύ τους αν δεν έχουν κοινά στοιχεία, δηλ. αν είναι ΑΒ=. Για κάθε σύνολο Α, τα σύνολα Α και  είναι ξένα μεταξύ τους. Διαφορά ενός συνόλου Β από ένα σύνολο Α είναι το σύνολο των στοιχείων του Α που δεν ανήκουν στο Β. Παριστάνεται με ΑΒ. Το σύνολο ΑΒ αποτελείται από τα στοιχεία που ανήκουν στο Α και δεν ανήκουν στο σύνολο Β, δηλ. από τα στοιχεία που ανήκουν στο σύνολο Α και ανήκουν στο σύνολο . Επομένως, είναι ΑΒ=Α. 
Αν όλα τα στοιχεία ενός συνόλου Α ανήκουν σε ένα σύνολο Β, λέμε ότι το σύνολο Α είναι υποσύνολο του συνόλου Β και γράφουμε ΑΒ. Μερικές φορές, με το σύμβολο  παριστάνουμε ένα «γνήσιο» υποσύνολο, με την έννοια ότι στο σύνολο Β υπάρχουν και στοιχεία που δεν υπάρχουν στο σύνολο Α. Όμως, μπορεί τα σύνολα Α και Β να είναι ίσα μεταξύ τους αλλά τότε πάλι το σύνολο Α μπορεί να θεωρηθεί ως υποσύνολο του συνόλου Β. Αν δεν αποκλείουμε ένα υποσύνολο Α του συνόλου Β να είναι και ίσο με το Β, χρησιμοποιούμε τον συμβολισμό ΑΒ. Εμείς θα χρησιμοποιούμε τον συμβολισμό ΑΒ και για τις δύο περιπτώσεις, δηλ. δεν θα αποκλείεται το υποσύνολο Α του συνόλου Β να είναι και ίσο με το Β. 
Αν είναι  ΑΒ και ΒΑ έχουμε Α=Β. Επίσης, αν είναι ΑΒ, ισχύουν και οι σχέσεις  ΑΒ=Β, ΑΒ=Α,  και ΑΒ=. Τέλος, το κενό σύνολο  είναι υποσύνολο παντός συνόλου και κάθε σύνολο είναι υποσύνολο του συνόλου αναφοράς (υπερσυνόλου) Ω. Επί πλέον, για κάθε σύνολο Α ισχύουν οι σχέσεις Α=Α και Α=. Η τελευταία σχέση δηλώνει ότι το κενό σύνολο είναι ξένο με οποιοδήποτε σύνολο. Οι αποδείξεις αυτών και άλλων παρόμοιων σχέσεων είναι πολύ απλές και παραλείπονται.
Κλείνουμε την αναφορά μας στα σύνολα αναφέροντας τις ιδιότητες ΑΒ=ΒΑ και ΑΒ=ΒΑ (αντιμεταθετικές ιδιότητες), (ΑΒ)Γ=Α(ΒΓ) και (ΑΒ)Γ=Α(ΒΓ)  (προσεταιριστικές ιδιότητες), Α(ΒΓ)=(ΑΒ)(ΑΓ) και Α(ΒΓ)=(ΑΒ)(ΑΓ) (επιμεριστικές ιδιότητες) και τους νόμους του de Morgan = και =.  
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Ορισμός της πιθανότητας: Έστω ότι έχουμε ένα σύνολο αναφοράς Ω. Σε κάθε υποσύνολο Α του Ω αντιστοιχίζουμε έναν αριθμό ή συνάρτηση Ρ(Α) με τα εξής τρία αξιώματα: α) Ρ(Α)≥0, β) Ρ(Ω)=1 και γ) αν τα υποσύνολα Α και Β του Ω είναι ξένα μεταξύ τους, τότε είναι Ρ(ΑΒ)=Ρ(Α)+Ρ(Β). Η Ρ(Α) ονομάζεται πιθανότητα του συνόλου Α.  Το σύνολο αναφοράς Ω και η συνάρτηση πιθανότητας Ρ(Α) συνιστούν έναν πιθανοτικό χώρο. Επειδή κάθε υποσύνολο Α του συνόλου αναφοράς Ω ονομάζεται και γεγονός ή ενδεχόμενο (event) του πιθανοτικού χώρου, τα παραπάνω αποτελούν τον ορισμού της πιθανότητας ενός γεγονότος ενός πειράματος τύχης. 
Από τα παραπάνω δύο αξιώματα ας αποδείξουμε μερικές ιδιότητες των πιθανοτήτων:
1) Ρ(Α)=Ρ(Α)=Ρ(Α)+Ρ() (αφού τα γεγονότα Α και  είναι ξένα μεταξύ τους). Επομένως, είναι Ρ()=0, δηλ. η πιθανότητα του αδύνατου γεγονότος είναι μηδέν. Αντίθετα, το σύνολο αναφοράς Ω είναι το γεγονός που πραγματοποιείται πάντα, δηλ. το βέβαιο γεγονός. Έτσι, το βέβαιο γεγονός έχει πιθανότητα 1.   
2) 1=Ρ(Ω)=Ρ(Α )=Ρ(Α)+Ρ()  Ρ()=1Ρ(Α). Δηλ. η πιθανότητα να μη συμβεί ένα γεγονός είναι ίση με 1 μείον την πιθανότητα να συμβεί αυτό το γεγονός.  Επίσης, έχουμε και Ρ(Α)=1Ρ(). Επειδή είναι Ρ().≥0, αυτή δίνει Ρ(Α)≤1. 
3) Αν τα σύνολα Α, Β και C είναι ξένα μεταξύ τους, ξένα μεταξύ τους είναι και τα σύνολα Α και ΒC. Επομένως, έχουμε Ρ(ΑΒC)=Ρ[Α(ΒC)]=Ρ(A)+Ρ(ΒC)= R(A)+Ρ(B)+P(C). Ώστε, η πιθανότητα της ένωσης τριών ξένων μεταξύ τους συνόλων είναι ίση με το άθροισμα των πιθανοτήτων αυτών των συνόλων. Εύκολα φαίνεται ότι αυτή η ιδιότητα ισχύει και για περισσότερα ξένα μεταξύ τους σύνολα. 
Ας δούμε ένα συμπέρασμα που εξάγεται από αυτήν την ιδιότητα. Έστω ότι το σύνολο αναφοράς Ω αποτελείται από τα στοιχεία (αποτελέσματα-outcomes) α1, α2, …, αΝ, τα οποία έχουν πιθανότητες Ρ(α1), Ρ(α2), …, Ρ(αΝ), αντιστοίχως. Ένα γεγονός Α αποτελείται από μερικά από αυτά τα αποτελέσματα-στοιχεία του συνόλου αναφοράς Ω. Ας είναι Α={α1, α3, α7}, οπότε μπορούμε να γράψουμε Α={α1}{α3}{α7}. Το σύνολο {α1} αποτελείται μόνο από το αποτέλεσμα α1, επομένως έχει πιθανότητα Ρ(α1). Ομοίως, το σύνολο {α2} έχει πιθανότητα Ρ(α2) και το σύνολο {α7} έχει πιθανότητα Ρ(α7). Τα εν λόγω σύνολα είναι ξένα μεταξύ τους, οπότε έχουμε Ρ(Α)=Ρ({α1})+Ρ({α2})+Ρ({α3})=Ρ(α1)+Ρ(α2)+Ρ(α3). Επομένως, η πιθανότητα ενός συνόλου ή γεγονότος είναι ίση με το άθροισμα των πιθανοτήτων των στοιχείων/αποτελεσμάτων του. Αυτή η ιδιότητα γενικεύει τον ορισμό της πιθανότητας κατά Laplace στην περίπτωση που τα αποτελέσματα ενός πειράματος δεν είναι ισοπίθανα. Επειδή είναι Ω={α1, α2, …, αΝ}, έχουμε P(Ω)= Ρ(α1)+Ρ(α2)+…+Ρ(αΝ), ήτοι Ρ(α1)+Ρ(α2)+…+Ρ(αΝ)=1. Ώστε, το άθροισμα των πιθανοτήτων όλων των στοιχείων του συνόλου αναφοράς είναι ίσο με 1. 
4) Το σύνολο ΑΒ αποτελείται από τα στοιχεία του συνόλου Α και τα στοιχεία του συνόλου Β που δεν ανήκουν στα σύνολο Α, δηλ. του συνόλου Β. Έτσι είναι ΑΒ=Α(Β). Τα σύνολα Α και Β είναι ξένα μεταξύ τους, οπότε έχουμε 
Ρ(ΑΒ)=Ρ(Α)+Ρ(Β)                  (1)
Επίσης, το σύνολο Β αποτελείται από τα στοιχεία που ανήκουν στο σύνολο Β και στο σύνολο Α και από τα στοιχεία που ανήκουν στο σύνολο Β και στο σύνολο . Δηλ., το σύνολο Β είναι ίσο με την ένωση των συνόλων ΒΑ και Β που είναι ξένα μεταξύ τους.  Έτσι, έχουμε:
Ρ(Β)=Ρ(ΒΑ)+Ρ(Β)                   (2)
Αφαιρώντας τις ισότητες (1) και (2) κατά μέλη παίρνουμε Ρ(ΑΒ)Ρ(Β)= Ρ(Α)Ρ(ΒΑ), δηλ. 
 	                                           Ρ(ΑΒ)Ρ(Α)+Ρ(Β)Ρ(ΑΒ)             (3)
Επειδή συχνά το ΑΒ το γράφουμε και ως Α+Β και το ΑΒ το γράφουμε και ως ΑΒ, η παραπάνω ιδιότητα γράφεται και ως Ρ(Α+Β)=Ρ(Α)+Ρ(Β)Ρ(ΑΒ). Μας λέει ότι η πιθανότητα να πραγματοποιηθεί είτε το ενδεχόμενο Α είναι το ενδεχόμενο Β είναι ίση με την πιθανότητα να πραγματοποιηθεί το ενδεχόμενο Α συν την πιθανότητα να πραγματοποιηθεί το ενδεχόμενο Β μείον την πιθανότητα να πραγματοποιηθούν ταυτόχρονα τα ενδεχόμενα Α και Β. 
	      Μια ελαφρώς τροποποιημένη απόδειξη της σχέσης (3) ακολουθεί: Επειδή είναι    
                  ΑΒ=Α, η σχέση (2) γράφεται και ως Ρ(Β)=Ρ(ΒΑ)+Ρ(ΒΑ)  Ρ(ΒΑ)=Ρ(Β)
                  Ρ(ΑΒ). Με τον ίδιο τρόπο βρίσκουμε ότι Ρ(ΑΒ)=Ρ(Α)Ρ(ΑΒ). Όπως φαίνεται 
                  και στο σχήμα 2, τα σύνολα ΑΒ, ΑΒ και ΒΑ είναι ξένα μεταξύ τους και η ένωσή 
      τους δίνει το σύνολο ΑΒ. Επομένως, είναι Ρ(ΑΒ)=Ρ(ΑΒ)+Ρ(ΑΒ)+Ρ(ΒΑ)= 
      Ρ(Α)Ρ(ΑΒ)+Ρ(ΑΒ)+Ρ(Β)Ρ(ΑΒ)=Ρ(Α)+Ρ(Β)Ρ(ΑΒ).                    

5) Αν είναι ΑΒ, το σύνολο Β αποτελείται από τα στοιχεία του συνόλου Α και από τα στοιχεία που ανήκουν στο σύνολο Β και δεν ανήκουν στο σύνολο Α, δηλ. από τα στοιχεία του συνόλου Β . Έτσι, έχουμε Β=Α(Β). Αφού τα σύνολα Α και Β είναι ξένα μεταξύ τους, έχουμε Ρ(Β)=Ρ(Α)+Ρ(Β)≥Ρ(Α). Ώστε, αν είναι ΑΒ, ισχύει η σχέση Ρ(Α)≤Ρ(Β).      
Καλός είναι ο αξιωματικός ορισμός της πιθανότητας αλλά αυτός δεν μας λέει πώς θα προσδιορίσουμε τις πιθανότητες διαφόρων ενδεχομένων Α, Β, … ενός πειράματος. Κατά τον αξιωματικό ορισμό των πιθανοτήτων, αυτές μπορούν να οριστούν και κατά κάποιο αυθαίρετο τρόπο. Όμως, εμείς δεν ενδιαφερόμαστε μόνο για ένα θεωρητικό πιθανοτικό μοντέλο αλλά για κάποιο που προσεγγίζει την πραγματικότητα. Για απονομή ρεαλιστικών πιθανοτήτων στα διάφορα γεγονότα ενός πιθανοτικού χώρου χρησιμοποιούμε πολλές φορές τη διαίσθησή μας (όπως στην περίπτωση ενός αμερόληπτου ζαριού) ή κάνουμε διάφορα πειράματα κατά τα οποία παίρνουμε μετρήσεις που τις επεξεργαζόμαστε με μεθόδους της Στατιστικής και βρίσκουμε τιμές (έστω και προσεγγιστικές) των πιθανοτήτων που μας ενδιαφέρουν.. 
Τα αξιώματα του ορισμού και των ιδιοτήτων των πιθανοτήτων που είδαμε παραπάνω επαληθεύονται πολύ εύκολα αν έχουμε έναν πιθανοτικό χώρο με μοντέλο Laplace, δηλ. αν το σύνολο αναφοράς Ω αποτελείται από Ν ισοπίθανα αποτελέσματα (outcomes) καθένα από τα οποία έχει πιθανότητα  . Τότε, όπως είπαμε, ένα ενδεχόμενο Α που έχει ΝΑ στοιχεία έχει πιθανότητα Ρ(Α)=. Για το αδύνατο ενδεχόμενο  είναι ΝΑ=0, οπότε έχουμε Ρ()==0. Επίσης, για το βέβαιο ενδεχόμενο Ω είναι ΝΑ=Ν, οπότε έχουμε Ρ(Ω)==1.  
Επίσης, αν ένα ενδεχόμενο Α αποτελείται από κ στοιχεία του συνόλου αναφοράς Ω και ένα ενδεχόμενο Β από λ στοιχεία του Ω, ενώ τα κοινά στοιχεία αυτών των δύο ενδεχομένων είναι μ, το ενδεχόμενο ΑΒ έχει κμ στοιχεία, το ενδεχόμενο ΒΑ από λμ στοιχεία και το ενδεχόμενο ΑΒ έχει μ στοιχεία. Είναι ΑΒ=(ΑΒ)(ΑΒ)(ΒΑ) και τα σύνολα ΑΒ, ΑΒ και ΒΑ είναι ξένα μεταξύ τους, οπότε έχουμε, με βάση πάλι το μοντέλο Laplace,  Ρ(ΑΒ)=Ρ(ΑΒ)+Ρ(ΑΒ)+Ρ(ΒΑ)= ++ = + =Ρ(Α)+Ρ(Β)Ρ(ΑΒ). Δηλ., η πιθανότητα να συμβεί είτε το γεγονός Α είτε το γεγονός Β είτε και τα δύο, με άλλα λόγια, να συμβεί κάποιο από τα γεγονότα Α και Β είναι ίση με την πιθανότητα να συμβεί το ένα από αυτά συν την πιθανότητα να συμβεί το άλλο από αυτά μείον την πιθανότητα να συμβούν και τα δύο μαζί.
Τέλος, αν είναι ΑΒ, έχουμε ΝΑ≤ΝΒ, οπότε είναι Ρ(Α)= =Ρ(Β).             


Πιθανότητες υπό συνθήκη και ανεξάρτητα γεγονότα
Πολύ συχνά τυχαίνει να αναζητούμε την πιθανότητα ενός γεγονότος Α αφού γνωρίζουμε ότι κάποιο άλλο γεγονός Β έχει συμβεί ή υπό τη συνθήκη ότι ένα άλλο γεγονός Β έχει συμβεί ή θα συμβεί. Για παράδειγμα, κατά τη ρίψη ενός ζαριού, μπορεί να ζητάμε την πιθανότητα να έρθει άρτια ένδειξη με την προϋπόθεση ότι αυτή θα είναι από 4 και πάνω. Η πιθανότητα μια ένδειξη να είναι άρτια χωρίς συνθήκη είναι ίση με Ρ(2)+Ρ(4)+Ρ(6)=1/6+1/6+1/6=1/2. Όμως, αν αν είναι δεδομένο ότι η ένδειξη είναι από 4 και πάνω, έχουμε ένα «νέο πείραμα» με αποτελέσματα (outcomes) τις ενδείξεις 4, 5 και 6. Αυτές είναι ισοπίθανες με πιθανότητα 1/3 η κάθε μία. Έτσι, η πιθανότητα άρτιας ένδειξης υπό τη συνθήκη ότι αυτή είναι από 4 και πάνω είναι, στο «νέο πείραμα», ίση με την πιθανότητα της ένδειξης 4 συν την πιθανότητα της ένδειξης 6, δηλ. ίση με 1/3+1/3=2/3. 
Η πιθανότητα ενός γεγονότος Α υπό τη συνθήκη ότι έχει συμβεί το γεγονός Β (δεσμευμένη πιθανότητα) γράφεται ως Ρ(Α/Β). Η γνώση ότι έχει συμβεί το γεγονός Β είναι μια επί πλέον πληροφορία και η Ρ(Α/Β) μας δίνει την πιθανότητα που έχει αποκτήσει το γεγονός Α λόγω της ύπαρξης αυτής της πληροφορίας. Για παράδειγμα, κατά τη δημιουργία λέξεων άλλη είναι η πιθανότητα τα δεύτερο γράμμα μιας λέξης να είναι «κ» και άλλη η πιθανότητα να είναι «κ» γνωρίζοντας ότι το πρώτο γράμμα της λέξης είναι «γ».
Τώρα, για την εύρεση της Ρ(Α/Β), με εφαρμογή του ορισμού του von Μises, οι ευνοϊκές περιπτώσεις είναι αυτές που αντιστοιχούν στην πραγματοποίηση και των δύο γεγονότων Α και Β, δηλ. του γεγονότος ΑΒ, ενώ οι συνολικές περιπτώσεις είναι αυτές που αντιστοιχούν στην πραγματοποίηση του γεγονότος Β. Έτσι, έχουμε Ρ(Α/Β)== = = . Ώστε, είναι: 
             Ρ(Α/Β)= 			      (4)
Ας επαληθεύσουμε αυτή την ιδιότητα με το παράδειγμα που είπαμε παραπάνω. Παριστάνοντας με Α το γεγονός η ένδειξη του ζαριού να είναι άρτια και με Β το γεγονός αυτή να είναι από 4 και πάνω, βρήκαμε ότι είναι Ρ(Α/Β)=2/3. Επίσης, ΑΒ είναι το γεγονός μια ένδειξη να είναι ταυτόχρονα άρτια και από 4 και πάνω, δηλ. να είναι 4 ή 6. Επομένως, είναι Ρ(ΑΒ)=2/6=1/3. Το γεγονός Β=«η ένδειξη είναι από 4 και πάνω» αποτελείται από τα αποτελέσματα 4, 5 και 6, οπότε είναι Ρ(Β)=3/6=1/2. Έχουμε === Ρ(Α/Β). 
Εύκολα αποδεικνύεται ότι η υπό συνθήκη πιθανότητα Ρ(Α/Β) έχει όλες τις ιδιότητες που είπαμε στο προηγούμενο εδάφιο ότι έχει η αδέσμευτη πιθανότητα. Επίσης, η σχέση (4) γράφεται και χρησιμοποιείται συχνά και ως Ρ(ΑΒ)=Ρ(Α/Β)Ρ(Β). Προφανώς είναι και Ρ(ΑΒ)= Ρ(Β/Α)Ρ(Α).  
	Αν η πραγματοποίηση ενός γεγονότος Α δεν εξαρτάται από την πραγματοποίηση ή μη ενός άλλου γεγονότος Β, τότε λέμε ότι αυτά τα δύο γεγονότα είναι ανεξάρτητα μεταξύ τους. Τότε η πιθανότητα να πραγματοποιηθεί το γεγονός Α είναι ίδια είτε χωρίς συνθήκη (αδέσμευτη πιθανότητα) είτε με τη συνθήκη να έχει πραγματοποιηθεί το γεγονός Β (δεσμευμένη πιθανότητα). Δηλ. είναι Ρ(Α)=Ρ(Α/Β). Αυτή γράφεται και ως Ρ(Α)= που δίνει Ρ(ΑΒ)=Ρ(Α)Ρ(Β). Με άλλα λόγια, η πιθανότητα να συμβούν ταυτόχρονα ή μαζί δύο ανεξάρτητα μεταξύ τους γεγονότα είναι ίση με το γινόμενο των πιθανοτήτων να συμβεί καθένα από αυτά τα γεγονότα χωριστά. 
	Για παράδειγμα, ας ρίξουμε ένα ζάρι και ταυτόχρονα ας κοιτάζουμε αν έξω είναι συννεφιά ή λιακάδα. Προφανώς, το τι ένδειξη θα φέρει το ζάρι δεν έχει να κάνει με την κατάσταση του καιρού. Ούτε και ο καιρός ρυθμίζεται με την ένδειξη που θα φέρει το ζάρι. Προφανώς, αυτά τα δύο γεγονότα είναι ανεξάρτητα μεταξύ τους. Αν η λιακάδα και η συννεφιά είναι ισοπίθανες, η πιθανότητα το ζάρι να φέρει 6 και έξω να είναι συννεφιά είναι ίση με (1/6)(1/2)=1/12. Πολύ συχνά, αλλά όχι πάντα, ο μηχανισμός του πειράματος, όπως εδώ με το ζάρι και τον καιρό, μας δείχνει αν δύο γεγονότα είναι ανεξάρτητα ή όχι.     
Κλείνουμε ορίζοντας τη δεσμευμένη ανεξαρτησία δύο γεγονότων. Λέμε ότι δύο γεγονότα Α και Β είναι ανεξάρτητα υπό τη συνθήκη ότι έχει συμβεί το γεγονός C, αν ισχύει η σχέση Ρ(ΑΒ/C)=Ρ(Α/C)Ρ(B/C). 
	Ας δούμε ένα απλό παράδειγμα σ’ αυτά: Ρίχνουμε δύο φορές ένα αμερόληπτο νόμισμα. Με Κ1 παριστάνουμε το γεγονός η πρώτη ρίψη να δώσει κορώνα και με Κ2 η δεύτερη ρίψη να δώσει κορώνα. Χωρίς δέσμευση, τα δύο γεγονότα είναι ανεξάρτητα μεταξύ τους και η αδέσμευτη πιθανότητα να έρθουν δύο κορώνες είναι Ρ(Κ1Κ2)=Ρ(Κ1)Ρ(Κ2)=(1/2)(1/2)=1/4. Τώρα θα υπολογίσουμε την πιθανότητα να έρθουν δύο κορώνες με τη δέσμευση D=οι δύο ρίψεις έχουν διαφορετικά αποτελέσματα. Αφού οι δύο ρίψεις έχουν διαφορετικά αποτελέσματα, δεν μπορεί να έρθουν δύο κορώνες, οπότε είναι Ρ(Κ1Κ2/D)=0. Όμως, αφού οι ρίψεις είναι ανεξάρτητες μεταξύ τους, η πιθανότητα να έρθει κορώνα κατά τη μία ρίψη είναι ανεξάρτητη του τι θα έρθει κατά την άλλη, οπότε είναι Ρ(Κ1/D)=Ρ(Κ1)=1/2 και Ρ(Κ2/D)=Ρ(Κ2)=1/2. Έτσι, έχουμε Ρ(Κ1/D)Ρ(Κ2/D)=(1/2)(1/2)=1/4. Βλέπουμε ότι είναι Ρ(Κ1Κ2/D)≠Ρ(Κ1/D)Ρ(Κ2/D), ήτοι τα γεγονότα Κ1 και Κ2 υπό δέσμευση δεν είναι ανεξάρτητα, ενώ χωρίς δέσμευση είναι.              

Θεώρημα ολικής πιθανότητας και θεώρημα του Bayes
Έστω ότι για το σύνολο αναφοράς Ω υπάρχουν τέσσερα σύνολα Α1, Α2, Α3 και Α4 που είναι ξένα μεταξύ τους και των οποίων η ένωση μας δίνει το σύνολο αναφοράς Ω. Λέμε τότε ότι τα σύνολα αυτά αποτελούν μια διαμέριση του συνόλου αναφοράς Ω. Αυτά τα σύνολα είναι τέσσερα γεγονότα ή ενδεχόμενα του πειράματος τύχης. Ένα άλλο σύνολο Β είναι επίσης ένα ενδεχόμενο. Αυτό μπορεί να έχει κοινά στοιχεία με μερικά ή και με όλα τα σύνολα της διαμέρισης.     
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Σχ. 3 Μια διαμέριση του συνόλου Ω και ένα σύνολο  Β
)
Είναι προφανές ότι Β=(Α1Β)(Α2Β)(Α3Β)(Α4Β). Τα σύνολα (Α1Β), (Α2Β), (Α3Β) και (Α4Β) είναι ξένα μεταξύ τους γιατί, αν οποιαδήποτε από αυτά είχαν ένα κοινό στοιχείο, αυτό θα ανήκε σε δύο από τα σύνολα Α1, Α2, Α3 και Α4, πράγμα άτοπο αφού αυτά τα σύνολα είναι ξένα μεταξύ τους. Επομένως, είναι:
Ρ(Β)=Ρ[(Α1Β)(Α2Β)(Α3Β)(Α4Β)]=Ρ(Α1Β)+Ρ(Α2Β)+Ρ(Α3Β)+Ρ(Α4Β). Για διευκόλυνσή μας, αυτή τη σχέση τη γράφουμε και ως Ρ(Β)=Ρ(Α1Β)+Ρ(Α2Β)+Ρ(Α3Β)+Ρ(Α4Β). Χρησιμοποιώντας τη σχέση Ρ(ΑΒ)=Ρ(Β/Α)Ρ(Α), αυτή η σχέση γράφεται και ως:
             Ρ(Β)=Ρ(Β/Α1)Ρ(Α1)+Ρ(Β/Α2)Ρ(Α2)+Ρ(Β/Α3)Ρ(Α3)+Ρ(Β/Α4)Ρ(Α4)                      (5)
και αποτελεί τον νόμο ή το θεώρημα της ολικής πιθανότητας. 
	Αν οποιοδήποτε από τα σύνολα Α1, Α2, Α3 και Α4 το παραστήσουμε με Αj, έχουμε Ρ(Αj/Β)=, η οποία, με εφαρμογή του θεωρήματος της ολικής πιθανότητας, γράφεται και ως
             Ρ(Αj/Β) =        (6)
Αυτή η σχέση αποτελεί το θεώρημα του Bayes.
Παραπάνω, το θεώρημα της ολικής πιθανότητας και το θεώρημα του Bayes αποδείχτηκαν και γράφτηκαν για διαμέριση του συνόλου αναφοράς Ω σε 4 ξένα μεταξύ τους σύνολα. Η απόδειξη είναι ίδια και για διαμέριση του συνόλου αναφοράς Ω σε οποιαδήποτε Κ ξένα μεταξύ τους σύνολα. 
Ας δούμε μια ενδιαφέρουσα εφαρμογή αυτών. Έστω ότι ένας πομπός στέλνει προς τον δέκτη μια ακολουθία από τα γράμματα a, b και c. Το κανάλι μετάδοσης τα μετατρέπει στα αντίστοιχα κεφαλαία και τα οδηγεί στον δέκτη. Λόγω θορύβου του καναλιού και πιθανής παραμόρφωσης που αυτό εισάγει, μπορεί ο δέκτης να κάνει λάθος στην αναγνώριση του γράμματος που έλαβε. Για παράδειγμα, ενώ ο πομπός έστειλε το γράμμα a, ο δέκτης μπορεί να νόμισε (να αναγνώρισε ή να αποφάσισε) ότι έλαβε το γράμμα Β. Για καθένα από τα γράμματα a, b και c, ας υπολογίσουμε την πιθανότητα ο πομπός να λάβει σωστή απόφαση και την πιθανότητα να λάβει λανθασμένη απόφαση. Φυσικά, πρέπει να γνωρίζουμε κάποια στοιχεία του καναλιού μετάδοσης και της επίδρασης του θορύβου στη μετάδοση.
Έστω ότι το ποσοστό των γραμμάτων που στέλνει ο πομπός είναι 50% για το γράμμα a, 30% για το γράμμα b και 20% για το γράμμα c, δηλ. ότι είναι Ρ(a)=0.5, P(b)=0.3 και P(c)=0.2. Ας συμβολίσουμε με Ρ(Α/a) την πιθανότητα ο δέκτης να αναγνωρίσει ότι έλαβε το γράμμα Α, ενώ έχει σταλεί το γράμμα a (δηλ. την πιθανότητα ο δέκτης να κάνει σωστή αναγνώριση του σταλθέντος γράμματος ήτοι να πάρει τη σωστή απόφαση αναγνώρισης του γράμματος που στάλθηκε), με Ρ(Β/a) την πιθανότητα ο δέκτης να αναγνωρίσει ότι έλαβε το γράμμα Β, ενώ έχει σταλεί το γράμμα a, και με Ρ(C/a) την πιθανότητα ο δέκτης να αναγνωρίσει ότι έλαβε το γράμμα C, ενώ έχει σταλεί το γράμμα a. Το άθροισμα Ρ(Β/a)+Ρ(C/a) είναι η πιθανότητα ο δέκτης να πάρει εσφαλμένη απόφαση όταν στέλνεται ο γράμμα a. Ανάλογες είναι οι πιθανότητες P(Α/b), P(B/b), P(C/b), P(Α/c), P(B/c) και P(C/c). 
Αν στείλουμε πάρα πολλές φορές το γράμμα a και μετρήσουμε πόσες φορές ο δέκτης αναγνώρισε ότι έλαβε το γράμμα Α, πόσες το γράμμα Β και πόσες το γράμμα C, υπολογίζουμε, κατά προσέγγιση, τις πιθανότητες P(Α/a), P(B/a) και P(C/a), με τη χρήση των αντίστοιχων πηλίκων. Κάνοντας την ίδια διαδικασία για τα γράμματα b και c, υπολογίζουμε τις πιθανότητες P(Α/b), P(B/b), P(C/b), P(Α/c), P(B/c) και P(C/c). Έστω ότι κάναμε αυτά και βρήκαμε ότι είναι P(Α/a)=0.8, P(B/a)=0.12, P(C/a)=0.08, P(Α/b)=0.1, P(B/b)=0.85, P(C/b)=0.05, P(Α/c)=0.12, P(B/c)=0.1 και P(C/c)=0.78. Προφανώς, πρέπει να ισχύουν οι σχέσεις P(Α/a)+P(B/a)+P(C/a)=1, P(Α/b)+P(B/b)+P(C/b)=1 και P(Α/c)+P(B/c)+ P(C/c)=1, πράγμα που εδώ συμβαίνει. 
Εδώ, πείραμά μας είναι η αποστολή ενός γράμματος από τα a, b και c. Σύνολο αναφοράς είναι το σύνολο Ω={a, b, c}. Τα στοιχεία a, b και c συνιστούν μια διαμέριση του συνόλου αναφοράς Ω. Η πιθανότητα Ρ(Α) ο δέκτης να αποφασίσει/αναγνωρίσει ότι έλαβε το γράμμα Α υπολογίζεται με τη χρήση του θεωρήματος ολικής πιθανότητας:
Ρ(Α)=Ρ(Α/a)P(a)+Ρ(Α/b)P(b)+Ρ(Α/c)P(c)=0,8˖0,5+0,1˖0,3+0,12˖0,2=0,454
Ομοίως, έχουμε
Ρ(Β)=Ρ(Β/a)P(a)+Ρ(Β/b)P(b)+Ρ(Β/c)P(c)=0,12˖0,5+0,85˖0,3+0,1˖0,2=0,335 και
Ρ(C)=Ρ(C/a)P(a)+Ρ(C/b)P(b)+Ρ(C/c)P(c)=0,08˖0,5+0,05˖0,3+0,78˖0,2=0,211. Είναι
Ρ(Α)+Ρ(Β(+Ρ(Α)=1, όπως περιμέναμε.
	Εφαρμόζοντας το θεώρημα του Bayes υπολογίζουμε τις πιθανότητες 
Ρ(a/A)==0,89, Ρ(b/A)==0,06 και Ρ(c/A)==0,05. Άρα, αν ο δέκτης αποφανθεί ότι έλαβε το γράμμα Α, η πιθανότητα να έχει σταλεί το γράμμα a είναι 0,89, η πιθανότητα να έχει σταλεί το γράμμα b είναι 0,06 και η πιθανότητα να έχει σταλεί το γράμμα c είναι 0,05. Έτσι, η πιθανότητα να έχει λάβει τη σωστή απόφαση είναι 0,89 και η πιθανότητα να έχει κάνει λάθος είναι 0,06+0,05=0,11. Πρέπει να ισχύει η σχέση Ρ(a/A)+Ρ(b/A)+Ρ(c/A)=1, πράγμα που εδώ ισχύει. 
	Με τον ίδιο τρόπο υπολογίζουμε τις πιθανότητες Ρ(a/Β)==0.18, Ρ(b/Β)==0.76, Ρ(c/Β)==0.06, Ρ(a/C)== 0.19, Ρ(b/C)==0.07 και Ρ(c/C)==0.74. Έτσι, αν ο δέκτης αποφανθεί ότι έλαβε το γράμμα Β, η πιθανότητα να έχει σταλεί το γράμμα b είναι 0,76, η πιθανότητα να έχει σταλεί το γράμμα a είναι 0,18 και η πιθανότητα να έχει σταλεί το γράμμα c είναι 0,06. H πιθανότητα να έχει λάβει τη σωστή απόφαση είναι 0,76 και η πιθανότητα να έχει κάνει λάθος είναι 0,18+0,06=0,24. Πρέπει να ισχύει η σχέση Ρ(a/B)+Ρ(b/B)+Ρ(c/B)=1, πράγμα που εδώ ισχύει. Τέλος, αν ο δέκτης αποφανθεί ότι έλαβε το γράμμα C, η πιθανότητα να έχει σταλεί το γράμμα a είναι 0,19, η πιθανότητα να έχει σταλεί το γράμμα b είναι 0,07 και η πιθανότητα να έχει σταλεί το γράμμα c είναι 0,74. H πιθανότητα να έχει λάβει τη σωστή απόφαση είναι 0,74 και η πιθανότητα να έχει κάνει λάθος είναι 0,19+0,07=0,26. Πρέπει να ισχύει και η σχέση Ρ(a/B)+Ρ(b/B)+Ρ(c/B)=1, πράγμα που και εδώ συμβαίνει. 
 
Συνδυαστική
Πριν προχωρήσουμε με τις πιθανότητες, ας δούμε μερικά θέματα της συνδυαστικής. Έστω ότι έχουμε 5 αντικείμενα (γράμματα) και θέλουμε να δούμε με πόσους τρόπους μπορούμε να δημιουργήσουμε διαφορετικές πεντάδες βάζοντάς τα σε σειρά. Δεν επιτρέπεται η χρήση του ίδιου γράμματος περισσότερες από μία φορές σε κάθε πεντάδα. Αν τα γράμματα είναι Α, Β, Γ Δ και Ε, μια πεντάδα είναι η ΑΒΓΔΕ, μια άλλη η ΓΔΒΑΕ, μια άλλη η ΔΒΑΕΓ κ.ο.κ. Κάθε μία διατεταγμένη πεντάδα συνιστά και μια μετάθεση των πέντε γραμμάτων. Θα υπολογίσουμε το πλήθος των μεταθέσεων των 5 αντικειμένων.
Το πρώτο γράμμα μπορεί να επιλεγεί με 5 δυνατούς τρόπους (να γίνει επιλογή ενός από τα 5 γράμματα). Αφού έχει επιλεγεί το πρώτο γράμμα, το δεύτερο μπορεί να επιλεγεί με 4 δυνατούς τρόπους (να γίνει επιλογή ενός από τα 4 εναπομένοντα γράμματα). Έτσι, τα δύο πρώτα γράμματα μπορούν να επιλεγούν με 5˖4 δυνατούς τρόπους. Το τρίτο γράμμα μπορεί να επιλεγεί με 3 δυνατούς τρόπους (να επιλεγεί ένα από τα εναπομένοντα 3 γράμματα), το τέταρτο με δύο δυνατούς τρόπους και το πέμπτο με έναν τρόπο. Έτσι, μπορούν να δημιουργηθούν συνολικά  5˖4˖3˖2˖1=120 διατεταγμένες πεντάδες γραμμάτων, διαφορετικές μεταξύ τους. Δηλ., το πλήθος των μεταθέσεων 5 αντικειμένων είναι ίσο με 5˖4˖3˖2˖1. Εύκολα βλέπουμε ότι, αν τα αντικείμενα δεν είναι 5 αλλά είναι n, το πλήθος των μεταθέσεων αυτών είναι n˖(n1)˖(n2)˖˖˖2˖1= 1˖2˖3˖˖˖(n1)˖n. Αυτό το γινόμενο ονομάζεται n παραγοντικό και παριστάνεται με n!. Δηλ., είναι n!= 1˖2˖3˖˖˖(n1)˖n. Προφανώς, είναι 1!=1. Ορίζουμε να είναι και 0!=1. Ώστε, το πλήθος των μεταθέσεων n διαφορετικών αντικειμένων είναι ίσο με n!.
Παραπάνω χρησιμοποιήσαμε την αρχή της αρίθμησης που εκθέτουμε εδώ: Έστω ότι μια διαδικασία περιλαμβάνει k στάδια και ότι
α) στο πρώτο στάδιο υπάρχουν n1 δυνατά αποτελέσματα ή n1 δυνατές επιλογές, 
β) για κάθε δυνατό αποτέλεσμα του πρώτου σταδίου, στο δεύτερο στάδιο υπάρχουν n2 δυνατά αποτελέσματα και, γενικά,
γ) στο i στάδιο, για κάθε δυνατό αποτέλεσμα των i1 πρώτων σταδίων, υπάρχουν ni δυνατά αποτελέσματα.
Τότε, ο συνολικός αριθμός των αποτελεσμάτων της διαδικασίας είναι n1n2…nk.  
Τώρα, ως εφαρμογή της αρχής της αρίθμησης, ας δούμε πόσες διατεταγμένες πεντάδες μπορούμε να δημιουργήσουμε με 5 αντικείμενα αν επιτρέπεται επανάληψη καθενός αντικειμένου όσες φορές θέλουμε. Το πρώτο αντικείμενο μπορεί να επιλεγεί με 5 τρόπους αλλά και το δεύτερο μπορεί να επιλεγεί με 5 τρόπους, αφού επιτρέπεται η επανάληψη ενός αντικειμένου. Ομοίως, και τα υπόλοιπα αντικείμενα μπορούν να επιλεγούν με 5 τρόπους το καθένα. Έτσι, συνολικά μπορούν να σχηματιστούν 55 πεντάδες αντικειμένων. Γενικά, επιτρέποντας την επανάληψη, με n αντικείμενα μπορούν να σχηματιστούν nn διατεταγμένες n-άδες αντικειμένων. 
Αυτό μπορεί εύκολα να γενικευτεί και να διαπιστώσουμε ότι, επιτρέποντας την επανάληψη καθενός αντικειμένου, με χρήση n από k αντικείμενα μπορούμε να δημιουργήσουμε kn διατεταγμένες n-άδες αντικειμένων. Για παράδειγμα, με n bits μπορούμε να γράψουμε 2n διαφορετικούς αριθμούς του δυαδικού συστήματος αρίθμησης (εδώ είναι k=2). Επίσης, με n ψηφία του δεκαδικού συστήματος αρίθμησης μπορούμε να γράψουμε 10n διαφορετικούς αριθμούς. Έτσι, με 3 ψηφία μπορούμε να γράψουμε 103=1000 διαφορετικούς αριθμούς, από τον 000 έως τον 999.  
Τώρα, ας δούμε με πόσους τρόπους μπορούμε να επιλέξουμε, χωρίς διάταξη, k αντικείμενα από n αντικείμενα. Με άλλα λόγια, πόσα υποσύνολα k στοιχείων το καθένα έχει ένα σύνολο Σ με n στοιχεία. Όπως θυμόμαστε, ένα σύνολο ή ένα υποσύνολο περιέχει διαφορετικά μεταξύ τους στοιχεία. Ξεκινάμε δημιουργώντας διατάξεις k διαφορετικών στοιχείων επιλεγμένων από το σύνολο Σ. Το πρώτο στοιχείο μιας τέτοιας διάταξης μπορεί να επιλεγεί κατά n τρόπους (να επιλεγεί ένα από τα n στοιχεία του συνόλου Σ). Το δεύτερο στοιχείο μπορεί να επιλεγεί με n1 τρόπους (να επιλεγεί ένα από τα εναπομένοντα n1 στοιχεία του συνόλου Σ). Το τρίτο στοιχείο μπορεί να επιλεγεί κατά n2 τρόπους κ.ο.κ. Το τελευταίο από τα k στοιχεία της διάταξης μπορεί να επιλεγεί κατά nk+1 τρόπους. Το πλήθος των διατάξεων k στοιχείων που δημιουργούμε επιλέγοντας k στοιχεία από ένα σύνολο n στοιχείων είναι ίσο με n(n(n2)˖˖˖(n. 
Στην παραπάνω διαδικασία, με κάθε συγκεκριμένο υποσύνολο k στοιχείων από το σύνολο Σ δημιουργούνται k! διατάξεις οι οποίες περιλαμβάνονται στις διατάξεις που δημιουργήσαμε ακριβώς παραπάνω. Δηλ., στο σύνολο των n(n(n2)˖˖˖(n διατάξεων που δημιουργήσαμε παραπάνω υπάρχουν k! διατάξεις που περιέχουν ίδια k στοιχεία αλλά σε διαφορετική σειρά. Αφού όλες αυτές οι διατάξεις αποτελούνται από τα ίδια στοιχεία, αντιστοιχούν στο ίδιο υποσύνολο k στοιχείων του συνόλου Σ. Επομένως, αν τον αριθμό n(n(n2)˖˖˖(n τον διαιρέσουμε δια k! θα βρούμε ακριβώς πόσα υποσύνολα k στοιχείων του συνόλου Σ υπάρχουν. Έτσι, ο αριθμός των υποσυνόλων k στοιχείων του συνόλου Σ είναι  . Πολλαπλασιάζουμε και τους δύο όρους αυτού του κλάσματος επί (nk)!=1˖2˖˖˖(nk) και αυτό γίνεται =. To κλάσμα  παριστάνεται με  και διαβάζεται n ανά k, δηλ. υπάρχουν  τρόποι λήψης k στοιχείων από n στοιχεία. Ώστε, είναι =.  
Επίσης, είναι =, και  , ενώ ===n και ==n. 
Ως εφαρμογή των παραπάνω, ας υπολογίσουμε την πιθανότητα να είμαστε οι πρώτοι νικητές του λόττο παίζοντας μια εξάδα αριθμών (κόστος 0,5 Ευρώ). Οι αριθμοί του λόττο είναι από 1 μέχρι 49 και όλοι έχουν την ίδια πιθανότητα να επιλεγούν. Επομένως, όλες οι εξάδες αριθμών από τους 49 έχουν την ίδια πιθανότητα να βγουν. Το πλήθος αυτών είναι = == ==13983816. Η πιθανότητα να βγει η δική μας εξάδα είναι 1/13983816, περίπου μία στα 14 εκατομμύρια. 
Μήπως στο τζόκερ τα πράγματα είναι καλύτερα; Εκεί επιλέγονται πρώτα 5 από τους αριθμούς 1 έως 45 και μετά ένας από τους αριθμούς 1 έως 20. Από 45 στοιχεία δημιουργούνται =====1221759 μη διατεταγμένες πεντάδες. Η πιθανότητα να βγει η δική μας πεντάδα είναι 1/1221759, δηλ. περίπου μία στα 1,2 εκατομμύρια. Στην κλήρωση του αριθμού τζόκερ, η πιθανότητα να βγει ο αριθμός μας είναι 1/20. Επομένως, η πιθανότητα να κερδίσουμε με μια στήλη το τζόκερ είναι (1/1221759)(1/20)= 1/24435180, περίπου μία στα 25 εκατομμύρια (αρκετά χειρότερα από το λόττο). 
Ας δούμε τι γίνεται και με το προτο. Εκεί δημιουργείται με κλήρωση ένας επταψήφιος ακέραιος αριθμός του δεκαδικού συστήματος. Αφού όλα τα ψηφία 0-9 έχουν την ίδια πιθανότητα 1/10 να βγουν κάθε φορά και η εμφάνιση ενός ψηφίου δεν επηρεάζεται από το τι ψηφία έχουν εμφανιστεί προηγουμένως, όλοι οι επταψήφιοι ακέραιοι αριθμοί του δεκαδικού συστήματος έχουν την ίδια πιθανότητα να εμφανιστούν. Επειδή επιτρέπεται η επανάληψη ενός ψηφίου στη δημιουργία του επταψήφιου αριθμού, με βάση αυτά που είπαμε στην παρούσα ενότητα, υπάρχουν 107 διαφορετικοί επταψήφιοι αριθμοί του δεκαδικού συστήματος αρίθμησης. Άρα, η πιθανότητα να βγει ο δικός μας αριθμός είναι , δηλ. μία στα 10 εκατομμύρια,  καλύτερα από το λόττο και ακόμα καλύτερα από το τζόκερ. Αυτό θα μπορούσαμε να το πούμε και ως εξής: Η κλήρωση καθενός ψηφίου του επταψήφιου αριθμού είναι ανεξάρτητη από τις κληρώσεις των άλλων ψηφίων του αριθμού. Επομένως, η πιθανότητα να βγει ένας συγκεκριμένος επταψήφιος αριθμός είναι ίση με το γινόμενο των πιθανοτήτων καθενός ψηφίου, δηλ. είναι ίση με  .   
Η απορία είναι γιατί ακούμε πολύ συχνότερα να βγαίνει νικητής στο τζόκερ από το να βγαίνει νικητής στο λόττο ή στο προτο. Αυτό οφείλεται στο γεγονός ότι συμπληρώνονται πολύ περισσότερες στήλες τζόκερ από λόττο ή προτο, οπότε, παρά τη μικρότερη πιθανότητα νίκης ανά στήλη, η πιθανότητα ύπαρξης νικητή είναι μεγαλύτερη στο τζόκερ. 

Πολλαπλά πειράματα
Πολύ συχνά εκτελούμε ένα πείραμα πολλές φορές, «ταυτόχρονα» ή διαδοχικά, και μας ενδιαφέρει ο συνδυασμός των αποτελεσμάτων που παίρνουμε σε όλες μαζί τις εκτελέσεις. Για παράδειγμα, ρίχνουμε ταυτόχρονα δύο ζάρια ή ένα ζάρι δύο φορές και ως αποτέλεσμα του πειράματος θεωρούμε το ζευγάρι (α, β) των ενδείξεων των δύο ζαριών, όπου α είναι η ένδειξη του πρώτου ζαριού και β η ένδειξη του δεύτερου ζαριού. Σε περίπτωση που ρίχνουμε δύο ζάρια ταυτόχρονα, το ένα το βαπτίζουμε «πράσινο» και το άλλο «κόκκινο». Τώρα, α είναι η ένδειξη του  «πράσινου» ή πρώτου ζαριού και β η ένδειξη του «κόκκινου» ή δεύτερου ζαριού. Το σύνολο αναφοράς Ω του πειράματος είναι το σύνολο των διατεταγμένων ζευγών (α, β), όπου το α είναι ένδειξη του πρώτου ζαριού και το β ένδειξη του δεύτερου. Αφού οι ενδείξεις καθενός ζαριού είναι 6, το σύνολο των διατεταγμένων ζευγών (α, β) είναι 6˖6=36. Άρα, το σύνολο αναφοράς του πειράματος έχει 36 στοιχεία.
	Γενικά, αν έχουμε ένα πείραμα με σύνολο αναφοράς Ω και ένα άλλο πείραμα με σύνολο αναφοράς Φ και εκτελέσουμε και τα δύο πειράματα, ο συνδυασμός των δύο πειραμάτων αποτελεί ένα πολλαπλό πείραμα. Τα αποτελέσματα του πολλαπλού πειράματος είναι διατεταγμένα ζεύγη (α, β), όπου το α είναι αποτέλεσμα του πειράματος που έχει σύνολο αναφοράς Ω και το β είναι αποτέλεσμα του συνόλου αναφοράς Φ. Το σύνολο των ως άνω διατεταγμένων ζευγών είναι το σύνολο αναφοράς του πολλαπλού πειράματος. Όπως θυμόμαστε από τα Μαθηματικά, το σύνολο των διατεταγμένων ζευγών από στοιχεία του συνόλου Χ και από στοιχεία του συνόλου Φ είναι το καρτεσιανό γινόμενο Ω×Φ των δύο συνόλων. Αν το πρώτο πείραμα έχει Μ δυνατά αποτελέσματα και το δεύτερο έχει Ν δυνατά αποτελέσματα, το σύνολο αναφοράς Ω×Φ του πολλαπλού πειράματος έχει Μ˖Ν στοιχεία, δηλ. έχει Μ˖Ν αποτελέσματα (outcomes). 
	Αν γνωρίζουμε τις πιθανότητες των αποτελεσμάτων καθενός από τα δύο απλά πειράματα, δεν σημαίνει ότι από αυτές μπορούμε να βρούμε και τις πιθανότητες των αποτελεσμάτων του πολλαπλού πειράματος, εκτός από μερικές περιπτώσεις. Βέβαια, αν τα δύο πειράματα είναι ανεξάρτητα μεταξύ τους, δηλ. αν κάθε αποτέλεσμα του πρώτου πειράματος είναι ανεξάρτητο από κάθε αποτέλεσμα του δεύτερου πειράματος, τότε η πιθανότητα του ζεύγους (α, β) είναι Ρ[(α, β)]=Ρ(α)˖Ρ(β). Όμως, αυτό δεν συμβαίνει πάντα. Για να βρούμε την πιθανότητα ενός ζεύγους (α, β) εξετάζουμε τη δομή και τη συσχέτιση των δύο πειραμάτων ή κάνουμε πολλές επαναλήψεις του πολλαπλού πειράματος και μετράμε τον αριθμό των  εμφανίσεων καθενός ζεύγους και τον διαιρούμε με τον συνολικό αριθμό των επαναλήψεων του πολλαπλού πειράματος.
	Ας επιστρέψουμε στο πείραμα της ρίψης των δύο ζαριών. Αφού η ρίψη του ενός ζαριού είναι ανεξάρτητη από τη ρίψη του δεύτερου και η πιθανότητα εμφάνισης καθεμιάς ένδειξης καθενός ζαριού είναι ίση με 1/6, η πιθανότητα καθενός ζεύγους (α, β) είναι ίση με (1/6)(1/6)=1/36. Ένα γεγονός Α του πειράματος της ρίψης των δύο ζαριών αποτελείται από έναν αριθμό διατεταγμένων ζευγών. Άρα, η πιθανότητα του γεγονότος Α είναι ίση με το πλήθος των στοιχείων του Α πολλαπλασιασμένο επί 1/36. Αυτό είναι εύκολο να το λέμε αλλά δύσκολο να το εφαρμόζουμε. Για παράδειγμα, αν θέλουμε να βρούμε την πιθανότητα του γεγονότος η ένδειξη του πρώτου ζαριού να είναι από 3 και πάνω και του δεύτερου από 5 και κάτω, πρέπει να βρούμε πόσα ζεύγη (α, β) ενδείξεων των δύο ζαριών έχουν α≥3 και β≤5. Για να το βρούμε με σιγουριά, πρέπει να καταγράψουμε αναλυτικά και τα 36 ζεύγη (α, β), οπότε θα έχουμε καταγράψει το σύνολο αναφοράς του πολλαπλού πειράματος, και να μετρήσουμε πόσα από αυτά ικανοποιούν τις απαιτήσεις του γεγονότος Α. 
Αν το παραπάνω δεν μας φαίνεται δύσκολο, τι να πούμε αν έχουμε τη ρίψη τριών ζαριών ή ενός ζαριού τρεις φορές; Σ’ αυτήν την περίπτωση, τα αποτελέσματα του πολλαπλού πειράματος είναι διατεταγμένες τριάδες, που συνολικά είναι 63=216 σε αριθμό. Πού να καταγραφούν όλες αυτές οι ενδείξεις; Ευτυχώς που, στις περισσότερες περιπτώσεις, για να υπολογίσουμε τις πιθανότητες που μας ενδιαφέρουν, δεν χρειάζεται να καταγραφούν αναλυτικά τα δυνατά αποτελέσματα ενός πολλαπλού (ή μη πολλαπλού) πειράματος. Στη ρίψη δύο ζαριών, η εμφάνιση κάθε ένδειξης του πρώτου ζαριού είναι ανεξάρτητη από την εμφάνιση κάθε ένδειξης του δεύτερου ζαριού. Επομένως, η πιθανότητα η ένδειξη του πρώτου ζαριού να είναι από 3 και πάνω και η ένδειξη του δεύτερου να είναι από 5 και κάτω είναι ίση με το γινόμενο της πιθανότητας η ένδειξη του πρώτου ζαριού να είναι από 3 και πάνω επί την πιθανότητα η ένδειξη δεύτερου ζαριού να είναι από 5 και κάτω. Ήτοι, η ζητούμενη πιθανότητα είναι Ρ=Ρ(α≥3)˖Ρ(β≤4)                                                          Όμως, είναι Ρ(α≥3)=4/6 και Ρ(β≤5)=5/6, οπότε Ρ=(4/6)(5/6)=20/36=5/9.
Ας υπολογίσουμε και την πιθανότητα είτε η ένδειξη α του πρώτου ζαριού να είναι πάνω από 3 είτε η ένδειξη β του δεύτερου ζαριού αν είναι κάτω από 5, δηλ. την πιθανότητα Ρ(α>3 είτε β<5). Θα λύσουμε το πρόβλημα με εφαρμογή του τύπου Ρ(ΑΒ)Ρ(Α)+Ρ(Β)Ρ(ΑΒ), όπου Α είναι το ενδεχόμενο α>3 και Β το ενδεχόμενο β<5. Έχουμε: Ρ(α>3 είτε β<5)=Ρ(α>3)+Ρ(β<5) Ρ(α>3 και β<5). Έχουμε Ρ(Α)=Ρ(α>3)=3/6=1/2 και Ρ(Β)=Ρ(β<5)=4/6=2/3. Αφού οι ρίψεις των δύο ζαριών είναι ανεξάρτητες μεταξύ τους, έχουμε Ρ(α>3 και β<5)=Ρ(α>3)˖Ρ(β<5)=(1/2)˖(2/3)= (1/3). Επομένως, είναι Ρ(α>3 είτε β<5)=1/2+2/31/3=5/6.
Μια εναλλακτική προσέγγιση του θέματος είναι η εξής: Ενώ ζητάμε την πιθανότητα του γεγονότος ΑΒ, θα υπολογίσουμε την πιθανότητα του συμπληρωματικού του γεγονότος =. Η πιθανότητα του γεγονότος  είναι ίση με 1Ρ(Α)=1(1/2)=1/2 και η πιθανότητα του γεγονότος  είναι ίση με 1Ρ(Β)=1(2/3)=1/3. Επειδή οι δύο ρίψεις είναι ανεξάρτητες μεταξύ τους, τα γεγονότα  και  είναι ανεξάρτητα μεταξύ τους, όποτε είναι Ρ()= Ρ(˖Ρ()=(1/2)(1/3)=1/6. Επομένως, έχουμε Ρ()=1/6 και Ρ(ΑΒ)=1Ρ()=11/6= 5/6.  
Ασκήσεις – Εφαρμογές
Εφαρμογή 1: Ας πάμε πάλι στο τζόκερ. Έστω ότι 7 στήλες (ή 7 παίκτες καθένας από τους οποίους έχει παίξει μόνο μία στήλη των 0,50 Ευρώ) έχουν πετύχει τους 5 αριθμούς που κληρώθηκαν από τα νούμερα 1-45 και έχει παίξει έναν αριθμό από τους αριθμούς 1-20 (αριθμό τζόκερ) η κάθε μία στήλη. Θα υπολογίσουμε την πιθανότητα να υπάρξει νικητής στην παρούσα κλήρωση του τζόκερ. Νικητής ή νικητές θα υπάρξουν αν, έστω και μία, από τις 7 στήλες πιάσει τον αριθμό τζόκερ. Εμείς θα υπολογίσουμε την πιθανότητα να μην υπάρξει νικητής. Αυτό θα συμβεί αν καμία από τις 7 στήλες δεν πιάσει τον αριθμό τζόκερ, δηλ. όλες οι στήλες να αποτύχουν. 
Η πιθανότητα μια στήλη να πιάσει τον αριθμό τζόκερ είναι 1/20, αφού και οι 20 αριθμοί από 1 έως 20 έχουν ίδια πιθανότητα να κληρωθούν. Άρα η πιθανότητα μια στήλη (ή ένας παίκτης) να αποτύχει είναι 19/20. Επειδή κάθε στήλη είναι ανεξάρτητη από τις υπόλοιπες, η πιθανότητα να αποτύχουν και οι 7 στήλες είναι ίση με (19/20)7. Επομένως, η πιθανότητα να υπάρξει νικητής, ήτοι η πιθανότητα να μην αποτύχουν και οι 7 στήλες, είναι ίση με 1(19/20)7=0,3.
Αν οι στήλες δεν είναι 7 αλλά είναι k, η πιθανότητα να υπάρξει νικητής είναι 1(19/20)k. Για να είναι αυτή η πιθανότητα πάνω από 0,5 πρέπει να είναι 1(19/20)k>0,5(19/20)k<0,5 λογ(19/20)k<λογ0,5kλογ(19/20)<λογ0,5k(0,022276)<0,30103)k>(0,30103)/ (0,022276)  k>13,5. Δηλ., μόνο αν από 14 και πάνω στήλες έχουν πιάσει τα 5 νούμερα από τα 1-45 υπάρχει πιθανότητα μεγαλύτερη από 0,5 να υπάρξει νικητής στην κλήρωση.
Εφαρμογή 2: Έστω ότι έχουμε ένα τετράεδρο ζάρι (ζάρι που έχει σχήμα πυραμίδας, οι έδρες τις οποίας είναι ισόπλευρα τρίγωνα) το οποίο δεν είναι αμερόληπτο και οι άρτιες ενδείξεις του, ήτοι οι ενδείξεις 2 και 4, έχουν διπλάσια πιθανότητα να εμφανιστούν από τις περιττές ενδείξεις του, ήτοι τις ενδείξεις 1 και 3. 
Πρώτα θα βρούμε την πιθανότητα καθεμιάς ένδειξης του ζαριού. Έστω ότι οι περιττές ενδείξεις έχουν πιθανότητα x η κάθε μία, οπότε οι άρτιες ενδείξεις θα έχουν πιθανότητα 2x η κάθε μία. Η πιθανότητα του συνόλου αναφοράς είναι ίση με 1. Επομένως, έχουμε Ρ(1)+Ρ(2)+Ρ(3)+Ρ(4)=1, ήτοι x+2x+x+2x=1  x=1/6. Επομένως, είναι Ρ(1)=Ρ(3)=1/6 και Ρ(2)=Ρ(4)=1/3.
Τώρα ας ρίξουμε δύο τέτοια ζάρια και ας βρούμε την πιθανότητα το άθροισμα των ενδείξεων να είναι από 6 και πάνω. Συμβολίζουμε με (α, β) ένα ζευγάρι των ενδείξεων, όπου α είναι η ένδειξη του πρώτου ζαριού και β η ένδειξη του δεύτερου. Ζητάμε την πιθανότητα να έχουμε α+β≥6, ήτοι α+β=6 ή α+β=7 ή α+β=8. Τα ενδεχόμενα α+β=6, α+β=7 και α+β=8 είναι ξένα μεταξύ τους, αφού δεν είναι δυνατόν δύο ενδείξεις να έχουν άθροισμα που να είναι ίσο με 6 και ταυτόχρονα ίσο με 7 ή 8. Άρα η ζητούμενη πιθανότητα είναι ίση με Ρ=Ρ(α+β=6)+Ρ(α+β=7) +Ρ(α+β=8). 
Άθροισμα 6 έχουν οι ενδείξεις των  ζευγών (2,4), (3,3) και (4,2). Επειδή τα ζάρια είναι ανεξάρτητα μεταξύ τους, η πιθανότητα του ζεύγους (2,4) είναι ίση με  Ρ(2)˖Ρ(4)=(1/3)(1/3)=1/9. Ίδια είναι και η πιθανότητα του ζεύγους (4,2). Η πιθανότητα του ζεύγους (3,3) είναι ίση με Ρ(3)˖Ρ(3)=(1/6)(1/6)=1/36. Επομένως, είναι Ρ(α+β=6)=1/9+1/36+1/9=1/4. Άθροισμα 7 έχουν οι ενδείξεις των ζευγών (3,4) και (4,3). Η πιθανότητα του ζεύγους (3,4) είναι ίση με  Ρ(3)˖Ρ(4)= (1/6)(1/3)=1/18. Ίδια είναι και η πιθανότητα του ζεύγους (4,3). Επομένως, είναι Ρ(α+β=7)=1/18 +1/18=1/9. Τέλος, άθροισμα 8 έχουν οι ενδείξεις μόνο του ζεύγους (4,4). Η πιθανότητα αυτού του ζεύγους είναι Ρ(α+β=8)=Ρ(4)˖Ρ(4)=(1/3)(1/3)=1/9. Επομένως, η πιθανότητα τα άθροισμα των ενδείξεων των δύο ζαριών να είναι από 6 και πάνω είναι Ρ=1/4+1/9+1/9=17/36.      



Τυχαίες μεταβλητές
Έστω ότι έχουμε 30 μαθητές μιας τάξης, τους α1, α2, .., α30, και σε καθέναν από αυτούς αντιστοιχίζουμε το βάρος του, προς το παρόν, στρογγυλοποιημένο σε ακέραιο αριθμό κιλών. Το πείραμά μας συνίσταται στο να επιλέξουμε τυχαία έναν από αυτούς. Το σύνολο αναφοράς του πειράματος είναι Ω={α1, α2, .., α30} και, επειδή η επιλογή είναι τυχαία, η πιθανότητα καθενός αποτελέσματος, δηλ. η πιθανότητα να επιλεγεί καθένας μαθητής, είναι ίση με 1/30. Η αντιστοίχιση σε καθένα από τα αποτελέσματα του πειράματος ενός αριθμού, εδώ το βάρος του αντίστοιχου μαθητή, είναι μια τυχαία μεταβλητή που τη συμβολίζουμε με ένα κεφαλαίο γράμμα, έστω Χ. Με άλλα λόγια, τυχαία μεταβλητή είναι μια απεικόνιση από το σύνολο αναφοράς ενός πειράματος σε ένα σύνολο αριθμών που, στην περίπτωσή μας, είναι ακέραιοι αριθμοί. Πολύ συχνά, για συντομία λέμε «έστω η τυχαία μεταβλητή Χ=το βάρος ενός μαθητή της τάξης».
	Για κάθε τιμή της τυχαίας μεταβλητής Χ, π. χ. για Χ=71, το σύνολο των μαθητών που έχουν βάρος 71 κιλά είναι ένα υποσύνολο του συνόλου αναφοράς Ω, δηλ. αποτελεί ένα ενδεχόμενο/γεγονός Α του πειράματος. Αυτό το γεγονός έχει κάποια πιθανότητα, που εδώ είναι ίση με k/30, όπου k είναι ο αριθμός των μαθητών που ζυγίζουν 71 κιλά ο καθένας. Λέμε ότι η πιθανότητα η τυχαία μεταβλητή Χ να πάρει τιμή 71 είναι ίση με k/30 και γράφουμε Ρ(Χ=71)=k/30. 
Γενικά, η πιθανότητα Ρ(Χ=x), είναι ίση με την πιθανότητα που έχει το γεγονός που αποτελείται από τα στοιχεία του συνόλου αναφοράς Ω για τα οποία είναι Χ=x. Με κεφαλαία γράμματα συμβολίζουμε τις τυχαίες μεταβλητές και με μικρά τις τιμές που παίρνουν αυτές. Αν για κάποια x δεν υπάρχουν στοιχεία του Ω για τα οποία να είναι Χ=x, τότε είναι Ρ(Χ=x)=Ρ()= 0. 
Ακολουθούν μερικά παραδείγματα τυχαίων μεταβλητών:
Παράδειγμα 1: Ρίχνουμε δύο αμερόληπτα εξάεδρα ζάρια και θεωρούμε την τυχαία μεταβλητή Υ=άθροισμα των ενδείξεων των δύο ζαριών. Προφανώς, η τυχαία μεταβλητή Υ παίρνει τιμές από 2 μέχρι 12.
Παράδειγμα 2: Ρίχνουμε δύο αμερόληπτα εξάεδρα ζάρια και θεωρούμε την τυχαία μεταβλητή Ζ=η μεγαλύτερη από τις δύο ενδείξεις. Η τυχαία μεταβλητή Ζ παίρνει τιμές από 1 μέχρι 6.
Παράδειγμα 3: Στρίβουμε τρεις φορές ένα αμερόληπτο νόμισμα και θεωρούμε την τυχαία μεταβλητή R=αριθμός φορών που εμφανίστηκε η ένδειξη Γ (γράμματα). Η τυχαία μεταβλητή R παίρνει τιμές από 0 μέχρι 3.
Στα παραπάνω παραδείγματα, οι τυχαίες μεταβλητές Υ, Ζ και R παίρνουν πεπερασμένο πλήθος τιμών και γι αυτό ονομάζονται διακριτές τυχαίες μεταβλητές. Διακριτές ονομάζονται και οι τυχαίες μεταβλητές που παίρνουν άπειρο πλήθος τιμών αλλά το σύνολο των στοιχείων του συνόλου αναφοράς είναι αριθμήσιμο. Ένα σύνολο ονομάζεται αριθμήσιμο αν τα στοιχεία του μπορούν να αντιστοιχιστούν ένα προς ένα με το σύνολο των φυσικών αριθμών. 
Αν σε κάθε τιμή x μιας τυχαίας μεταβλητής Χ αντιστοιχίσουμε την πιθανότητα Ρ(Χ=x), παίρνουμε τη συνάρτηση μάζας πιθανότητας (probability mass function) της τυχαίας μεταβλητής Χ. Αυτή ονομάζεται και συνάρτηση κατανομής πιθανότητας της τυχαίας μεταβλητής Χ ή, απλώς, συνάρτηση πιθανότητας της τυχαίας μεταβλητής Χ και συμβολίζεται με ΡΧ(x). Ο δείκτης είναι το κεφαλαίο γράμμα που παριστάνει την τυχαία μεταβλητή και το αντίστοιχο μικρό γράμμα παριστάνει τις τιμές που παίρνει η τυχαία μεταβλητή. Προφανώς, πρέπει το άθροισμα των ΡΧ(x), για όλα τα x, να είναι ίσο με 1. 
Ας βρούμε τη συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της τυχαίας μεταβλητής R του Παραδείγματος 3.
Έχουμε R=0 μόνο για τη διαδοχή ενδείξεων ΚΚΚ που έχει πιθανότητα 1/8. Άρα είναι ΡR(0)=1/8.
Έχουμε R=1 για τις διαδοχές ενδείξεων ΓΚΚ, ΚΓΚ και ΚΚΓ. Άρα είναι ΡR(1)=3/8.
Έχουμε R=2 για τις διαδοχές ενδείξεων ΓΓΚ, ΓΚΓ και ΚΓΓ. Άρα είναι ΡR(2)=3/8.
Τέλος, έχουμε R=3 μόνο για τη διαδοχή ενδείξεων ΓΓΓ. Άρα είναι ΡR(3)=1/8.
Για όλες τις υπόλοιπες τιμές του r είναι ΡR(r)=0. Το άθροισμα ΡR(0)+ΡR(1)+ΡR(2)+ΡW(3) έχει τιμή 1, όπως περιμέναμε. Συχνά, κάνουμε και τη γραφική παράσταση της συνάρτησης μάζας πιθανότητας, που εδώ είναι:
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           Σχ. 4 Συνάρτηση μάζας πιθανότητας του Παραδείγματος 3
  Στο Παράδειγμα 2, έχουμε Ζ=1 μόνο για το ζευγάρι (1,1) που έχει πιθανότητα 1/36. Άρα, είναι ΡΖ(0)=1/36.
Έχουμε Ζ=2 για τα ζευγάρια (2,1), (2,2) και (1,2). Άρα είναι ΡΖ(2)=3/36.
Έχουμε Ζ=3 για τα ζευγάρια (3,1), (3,2), (3,3), (2,3) και (1,3). Άρα είναι ΡΖ(3)=5/36.
Έχουμε Ζ=4 για τα ζευγάρια (4,1), (4,2), (4,3), (4,4), (3,4), (2,4) και (1,4). Άρα είναι ΡΖ(4)=7/36.
Έχουμε Ζ=5 για τα ζευγάρια (5,1), (5,2), (5,3), (5,4), (5,5), (1,5), (2,5), (3,5), και (4,5). Άρα είναι ΡΖ(5)=9/36.
Έχουμε Ζ=6 για τα ζευγάρια (6,1), (6,2), (6,3), (6,4), (6,5), (6,6), (1,6), (2,6), (3,6), (4,6) και (5,6). Άρα είναι ΡΖ(5)=11/36.
Για όλες τις υπόλοιπες τιμές του z είναι ΡΖ(z)=0. Το άθροισμα ΡZ(1)+ΡZ(2)+ΡZ(3)+ ΡZ(4)+ΡZ(5)+ΡZ(6) έχει τιμή 1, όπως περιμέναμε. 
Εργαστείτε στο Παράδειγμα 1 και βρείτε ότι η συνάρτηση μάζας πιθανότητας της τυχαίας μεταβλητής Υ έχει τιμές ΡY(2)=1/36, ΡY(3)=2/36,  ΡY(4)=3/36,  ΡY(5)=4/36,  ΡY(6)=5/36,  ΡY(7)=6/36,  ΡY(8)=5/36,  ΡY(9)=4/36,  ΡY(10)=3/36,  ΡY(11)=2/36 και ΡY(12)=1/36. Για όλες τις υπόλοιπες τιμές του y είναι ΡY(y)=0. To άθροισμα όλων των τιμών της ΡY(y) είναι ίσο με 1. 
Ροπές διακριτής τυχαίας μεταβλητής
Ας πάμε στο Παράδειγμα των μαθητών της προηγούμενης ενότητας και ας επαναλάβουμε Ν φορές το πείραμα της επιλογής ενός μαθητή. Επίσης, ας υποθέσουμε ότι η μεταβλητή Χ=το βάρος ενός μαθητή της τάξης παίρνει μόνο τέσσερις τιμές, τις x1, x2, x3 και x4 και ότι, από τους Ν μαθητές που επελέγησαν, οι Ν1 είχαν βάρος x1, οι Ν2 είχαν βάρος x2,  οι Ν3 είχαν βάρος x3 και οι Ν4 είχαν βάρος x4. Ο μέσος όρος Μ των βαρών των Ν μαθητών που επελέγησαν βρίσκεται αν προσθέσουμε τα βάρη των Ν μαθητών και διαιρέσουμε το άθροισμα δια Ν. Το άθροισμα των βαρών είναι ίσο με Ν1x1+Ν2x2+Ν3x3+Ν4x4, οπότε έχουμε Μ= =. Τα κλάσματα , ,  και  ονομάζονται σχετικές συχνότητες των βαρών x1, x2, x3 και x4, αντίστοιχα. Όταν ο αριθμός επαναλήψεων Ν τείνει στα άπειρο, οι σχετικές συχνότητες τείνουν στις πιθανότητες των τιμών  x1, x2, x3 και x4 της τυχαίας μεταβλητής Χ και η τιμή στην οποία τείνει ο μέσος όρος των βαρών είναι η μέση τιμή της τυχαίας μεταβλητής Χ. 
Γενικά, αν μια διακριτή τυχαία μεταβλητή Χ παίρνει k τιμές, τις x1, x2, …, xk, η μέση, αλλιώς αναμενόμενη (expected), τιμή αυτής συμβολίζεται με  ή, καλύτερα, με Ε(Χ) και ορίζεται ως Ε(Χ)=x1P(X=x1)+x2P(X=x2)+…+xkP(X=xk) ή, συντομότερα, ως Ε(Χ)= . Σημείωση: Καλύτερα θα ήταν τα i=1 και k να είχαν γραφεί ακριβώς κάτω από και πάνω από το Σ, αντίστοιχα, αλλά εδώ αυτό είναι θέμα του εκδότη εξισώσεων (equation editor). Ακόμα πιο σύντομα, γράφουμε Ε(Χ)=, όπου με Σx δηλώνεται άθροιση για όλες τις τιμές που παίρνει η μεταβλητή x. H E(X) είναι η τιμή γύρω από την οποία συγκεντρώνονται οι τιμές της τυχαίας μεταβλητής Χ.
Αν στην παραπάνω άθροιση, τις πιθανότητες  τις πολλαπλασιάσουμε επί , αντί για , παίρνουμε τη μέση τετραγωνική τιμή της τυχαίας μεταβλητής Χ που συμβολίζεται με Ε(Χ2). Ώστε είναι Ε(Χ2)= ή, απλώς, Ε(Χ2)=. 
Αν στον ορισμό της μέσης τετραγωνικής τιμής της τυχαίας μεταβλητής X βάλουμε [E(X)]2 στη θέση του , παίρνουμε τη διακύμανση (variance) S αυτής της μεταβλητής. Δηλ., είναι S=Ε{[ΧΕ(Χ)]2}= ή, πιο σύντομα, S=Ε{[ΧΕ(Χ)]2}=          . H διακύμανση S δείχνει τον βαθμό συγκέντρωσης των τιμών της τυχαίας μεταβλητής X γύρω από τη μέση τιμή της Ε(Χ). Μικρό S σημαίνει ότι οι τιμές της Χ βρίσκονται, κατά μέσο όρο, κοντά στην Ε(Χ), ενώ μεγάλο S σημαίνει ότι οι τιμές της Χ βρίσκονται διάσπαρτες γύρω από την Ε(Χ). Συχνά, η διακύμανση μιας τυχαίας μεταβλητής Χ συμβολίζεται και με Var(X). 
Ας δούμε κάτι εδώ:
S====E(X2)+ =E(X2)2[E(X)]2+[E(X)]2=E(X2)[E(X)]2. Ώστε, είναι S=E(X2)[E(X)]2.
Το Ε(Χn)= ή, πιο σύντομα, το Ε(Χn)= ονομάζεται ροπή n τάξης της τυχαίας μεταβλητής Χ. Κεντρική ροπή n τάξης ονομάζεται το Ε{[ΧΕ(Χ)]n}=  ή Ε{[ΧΕ(Χ)]n}=. 

Συναρτήσεις τυχαίας μεταβλητής
Έστω ότι έχουμε μια διακριτή τυχαία μεταβλητή Χ που έχει συνάρτηση μάζας πιθανότητας ΡΧ(x). Με τη χρήση ενός μαθηματικού τύπου ή όπως αλλιώς θέλουμε, δημιουργούμε μια συνάρτηση της τυχαίας μεταβλητής Χ, η οποία είναι επίσης τυχαία μεταβλητή. Για παράδειγμα, οι Υ=3Χ+2 και Ζ=Χ2 είναι τυχαίες μεταβλητές. Τυχαία μεταβλητή είναι και αυτή που ορίζεται ως W=1, αν είναι X>0, W=0, αν είναι X=0, και W=1, αν είναι X<0. 
Αν η τυχαία μεταβλητή Χ παίρνει τιμές x1, x2, …, xk, με πιθανότητες P(X=x1), P(X=x2), …, P(X=xk), αντίστοιχα, η τυχαία μεταβλητή Υ παίρνει τιμές y1=3x1+2, y2=3x2+2, …, yk=3xk+2, xk, με πιθανότητες P(Y=y1)=P(X=x1), P(Y=y2)=P(X=x2), …, P(Y=yk)=P(X=xk), αντίστοιχα. Κατ’ αυτόν τον τρόπο έχουμε βρει τη συνάρτηση μάζας πιθανότητας της τυχαίας μεταβλητής Υ.
Η τυχαία μεταβλητή Ζ παίρνει τιμές , , …, . Αυτές οι τιμές δεν είναι πάντα όλες διαφορετικές μεταξύ τους γιατί μπορεί κάποια από τα x1, x2, …, xk να είναι αντίθετα μεταξύ τους και έτσι αυτά να δίνουν την ίδια τιμή στην τυχαία μεταβλητή Ζ. Αν, για κάποια τιμή xi της τυχαίας μεταβλητής Χ, την αντίθετή της δεν την παίρνει η τυχαία μεταβλητή Χ, τότε η τυχαία μεταβλητή Z παίρνει την τιμή zi= με πιθανότητα ΡΧ(xi). Δηλ. είναι ΡΖ(zi)=PX(xi). Aν, όμως, η τυχαία μεταβλητή Χ παίρνει την τιμή xi  και την τιμή xi, η τυχαία μεταβλητή Ζ=Χ2 παίρνει την τιμή zj= με πιθανότητα ΡΧ(Χ=xi)+ΡΧ(Χ=xi). Τότε είναι Ρ(Ζ=zj)=Ρ(Χ=xi)+Ρ(Χ=xi), δηλ. ΡΖ(zj)=ΡΧ(xi)+ΡΧ(xi), Έτσι, βρήκαμε τη συνάρτηση μάζας πιθανότητας της τυχαίας μεταβλητής Ζ.
Η τυχαία μεταβλητή W παίρνει μόνο τις τιμές 1, 0 και . Την τιμή 0 την παίρνει για Χ=0 και μόνο. Έτσι, είναι ΡW(0)=ΡΧ(0). Την τιμή 1 την παίρνει για όλες τις θετικές τιμές από τις x1, x2, …, xk και την τιμή  την παίρνει για όλες τις αρνητικές τιμές από τις x1, x2, …, xk. H πιθανότητα να είναι W=1 είναι ίση με το άθροισμα των πιθανοτήτων που έχουν οι θετικές τιμές της τυχαίας μεταβλητής Χ και η πιθανότητα να είναι W=1 είναι ίση με το άθροισμα των πιθανοτήτων που έχουν οι αρνητικές τιμές της τυχαίας μεταβλητής Χ. Έτσι, είναι ΡW(1)== και ΡW(1)=. Βρήκαμε και τη συνάρτηση μάζας πιθανότητας της τυχαίας μεταβλητής W. 
Βλέπουμε ότι, όπως και να έχει οριστεί μια συνάρτηση Υ κάποιας τυχαίας μεταβλητής Χ, από τη συνάρτηση μάζας πιθανότητας της τυχαίας μεταβλητής Χ μπορούμε να βρούμε τη συνάρτηση μάζας πιθανότητας της συνάρτησης Υ που είναι και αυτή τυχαία μεταβλητή. Γενικά, αν Υ=g(X) είναι μια συνάρτηση της τυχαίας μεταβλητής Χ, η οποία παίρνει τιμές x1, x2, …, xk, οι τιμές της τυχαίας μεταβλητής Υ είναι g(x1), g(x2), …, g(xk), μερικές από τις οποίες μπορεί να είναι ίσες μεταξύ τους. Για να βρούμε τη συνάρτηση κατανομής πιθανότητας ΡΥ(y), για κάθε y λύνουμε ως προς x την εξίσωση y=g(x) και βρίσκουμε τις λύσεις αυτής, έστω xα, xβ και xγ. Είναι ΡΥ(y)=ΡΧ(xα)+ΡΧ(xβ)+ΡΧ(xγ). Πιο σύντομα, είναι ΡΥ(y)=. 
Αφού μπορούμε να βρούμε τη συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της τυχαίας μεταβλητής Y=g(X), βρίσκουμε εύκολα και τη μέση τιμή αυτής Ε(Υ)=. Όμως, αν ζητάμε μόνο τη μέση τιμή της τυχαίας μεταβλητής Υ, δεν είναι απαραίτητο να βρούμε τη συνάρτηση μάζας πιθανότητας αυτής. Απλώς, για κάθε τιμή της τυχαίας μεταβλητής Χ, πολλαπλασιάζουμε την g(x) επί τη συνάρτηση μάζας πιθανότητας ΡΧ(x) και προσθέτουμε τα γινόμενα. 

Μερικές χρήσιμες διακριτές τυχαίες μεταβλητές

1) Η τυχαία μεταβλητή Bernoulli: Έστω ότι ένα πείραμα έχει μόνο δύο αποτελέσματα, τα α και β. Σε μια δοκιμή (εκτέλεση) του πειράματος, η εμφάνιση του ενός αποτελέσματος, έστω του α, θα σημαίνει ότι συνέβη επιτυχία και η εμφάνιση του άλλου αποτελέσματος, του β, θα σημαίνει  ότι συνέβη αποτυχία. Αν η πιθανότητα της επιτυχίας α είναι p (0<p<1) και της αποτυχίας είναι q (0<q<1), θα πρέπει να έχουμε p+q=1  q=1p. Για παράδειγμα, στη ρίψη ενός αμερόληπτου νομίσματος, αν επιτυχία είναι η εμφάνιση Κ, έχουμε p=q=1/2. Αν στη ρίψη ενός αμερόληπτου εξάεδρου ζαριού επιτυχία είναι η εμφάνιση 5 ή 6, έχουμε p=1/3 και q=2/3. 
Σε ένα τέτοιο πείραμα ορίζουμε μια τυχαία μεταβλητή Χ που έχει τιμή γ, αν συμβεί επιτυχία, και τιμή δ, αν συμβεί αποτυχία. Η συνάρτηση μάζας αυτής της τυχαίας μεταβλητής έχει τιμές ΡΧ(γ)=p και ΡΧ(δ)=q. Η μέση τιμή της τυχαίας μεταβλητής Χ είναι ίση με γp+δq=γp+δ(1p). Συχνά παίρνουμε γ=1 και δ=0 ή γ=1 και δ=1. 
Στην περίπτωση γ=1 και δ=0, δηλ. στην περίπτωση που, αν συμβεί επιτυχία, η τυχαία μεταβλητή Χ παίρνει τιμή 1 και, αν συμβεί αποτυχία, η τυχαία μεταβλητή Χ παίρνει τιμή 0 λέμε ότι η τυχαία μεταβλητή Χ είναι τυχαία μεταβλητή Bernoulli. Η μέση τιμή αυτής είναι Ε(Χ)=1˖p+0˖q=p και η μέση τετραγωνική τιμή της είναι Ε(Χ2)= 12˖p+02˖q=p. Επομλένως, η διασπορά της είναι S=pp2=pq.  
2) Η γεωμετρική τυχαία μεταβλητή: Τώρα, εκτελούμε, ανεξάρτητες μεταξύ τους φορές, ένα πείραμα Bernoulli μέχρι να συμβεί επιτυχία για πρώτη φορά. Σ’ αυτό το σύνθετο πείραμα θεωρούμε την τυχαία μεταβλητή Κ, η οποία παίρνει ως τιμή την τάξη (1η, 2η, 3η, …) της φοράς κατά την οποία συμβαίνει επιτυχία για πρώτη φορά. Θα βρούμε τη συνάρτηση κατανομής μάζας της τυχαίας μεταβλητής Κ. Το σύνολο των τιμών που μπορεί να πάρει η μεταβλητή Κ είναι 1, 2, 3, …, που, φυσικά, είναι αριθμήσιμο. Επομένως η τυχαία μεταβλητή Κ είναι διακριτή.
Η πιθανότητα να συμβεί η πρώτη επιτυχία κατά την πρώτη εκτέλεση του πειράματος, οπότε τότε θα είναι Κ=1, είναι ίση με p. Έτσι, έχουμε ΡΚ(1)=p. Για να συμβεί η πρώτη επιτυχία κατά τη δεύτερη εκτέλεση του πειράματος, οπότε θα είναι Κ=2, πρέπει να συμβεί αποτυχία κατά την πρώτη εκτέλεση του πειράματος και επιτυχία κατά τη δεύτερη. Αφού οι δύο εκτελέσεις του πειράματος είναι ανεξάρτητες μεταξύ τους, αυτή η πιθανότητα είναι ίση με qp. Ώστε είναι ΡΚ(2)=qp. 
Για να συμβεί η πρώτη επιτυχία κατά την τρίτη εκτέλεση του πειράματος, οπότε θα είναι Κ=3, πρέπει να συμβεί αποτυχία κατά την πρώτη και κατά τη δεύτερη εκτέλεση του πειράματος και επιτυχία κατά την τρίτη. Με δεδομένη την ανεξαρτησία των εκτελέσεων του πειράματος μεταξύ τους, αυτή πιθανότητα είναι ίση με qqp=q2p. Ώστε, είναι ΡΚ(3)=q2p. Γενικά, για να συμβεί η πρώτη επιτυχία κατά την υπ’ αριθ. k εκτέλεση του πειράματος, πρέπει να προηγηθούν k1 αποτυχίες και μία επιτυχία. Η πιθανότητα να συμβεί αυτό είναι . Ώστε, είναι ΡΚ(k)=.  
Βλέπουμε ότι, στο παρόν πολλαπλό πείραμα, το σύνολο αναφοράς έχει άπειρα στοιχεία και η συνάρτηση μάζας της τυχαίας μεταβλητής Κ βρίσκεται κατανεμημένη σε άπειρες αλλά αριθμήσιμες τιμές. Ας επαληθεύσουμε ότι είναι =1. Έχουμε:
=. H ακολουθία 1, q, q2, q3, είναι γεωμετρική πρόοδος που έχει πρώτον όρο 1 και λόγο q. Από αυτό έχει προκύψει και το όνομα της τυχαίας μεταβλητής. Η προαναφερθείσα γεωμετρική πρόοδος είναι φθίνουσα, αφού για τον λόγο της ισχύει η σχέση |q|<1. Από τα Μαθηματικά γνωρίζουμε ότι για να συγκλίνει το άθροισμα των όρων μιας γεωμετρικής προόδου, δηλ. για να υπάρχει το άθροισμα των απείρων όρων της και να είναι πεπερασμένο, πρέπει αυτή να είναι φθίνουσα, δηλ. ο λόγος ω της προόδου να έχει απόλυτη τιμή μικρότερη από 1. Αν η γεωμετρική πρόοδος α, αω, αω2, αω3, … είναι φθίνουσα, το άθροισμα των απείρων όρων της είναι ίσο με  . Επομένως, είναι 1+q+q2+q3+…= =  . Επομένως, είναι = =1, όπως περιμέναμε.
Ας υπολογίσουμε και τη μέση τιμή της μεταβλητής Κ, οπότε θα βρούμε σε ποια, κατά μέσο όρο, επανάληψη του πειράματος θα συμβεί επιτυχία για πρώτη φορά. Είναι:
Ε(Κ)==. Στη σχέση 1+q+q2+q3+…=παίρνουμε παραγώγους ως προς q, οπότε προκύπτει: 1+2q+3q2+4q3+…=, ήτοι =. Επομένως, είναι Ε(Κ)=p= . Αυτό μεταφράζεται ως «κατά μέσο όρο, η πρώτη επιτυχία θα συμβεί στην υπ’ αριθ.   επανάληψη του πειράματος».
Πολλαπλασιάστε και τα δύο μέλη της ισότητας 1+2q+3q2+4q3+…= επί q και, στη συνέχεια, παραγωγίστε και τα δύο μέλη της ισότητας που θα βρείτε, οπότε θα υπολογίστετε την τιμή του αθροίσματος . Αυτό θα σας βοηθήσει να βρείτε τη μέση τετραγωνική τιμή της τυχαίας μεταβλητής K και τη διακύμανση S αυτής. Κάντε το. Θα πρέπει να βρείτε Ε(Χ2)= και S=.  

3) Η διωνυμική τυχαία μεταβλητή Τώρα, εκτελούμε Ν, ανεξάρτητες μεταξύ τους φορές, ένα πείραμα Bernoulli, στο οποίο η πιθανότητα επιτυχίας είναι p και η πιθανότητα αποτυχίας είναι q=1p. Σ’ αυτό ο σύνθετο πείραμα ορίζουμε την τυχαία μεταβλητή Κ, η οποία παίρνει ως τιμή τον αριθμό των επιτυχιών που συνέβησαν στις Ν επαναλήψεις του απλού πειράματος. Αυτή η τυχαία μεταβλητή παίρνει τιμές από 0 μέχρι Ν. Θα υπολογίσουμε τη συνάρτηση μάζας πιθανότητας ΡΚ(k) της διακριτής τυχαίας μεταβλητής Κ, δηλ. θα υπολογίσουμε την πιθανότητα Ρ(Κ=k). Η πιθανότητα να συμβεί επιτυχία σε συγκεκριμένες k από τις Ν επαναλήψεις του απλού πειράματος, π. χ. στην 3η, την 4η, την 7η, τη 16η κ.λπ. εκτέλεση του πειράματος, και στις υπόλοιπες Νk επαναλήψεις να συμβεί αποτυχία είναι ίση με το γινόμενο των αντιστοίχων πιθανοτήτων επιτυχίας ή αποτυχίας, αφού οι επαναλήψεις του απλού πειράματος είναι ανεξάρτητες μεταξύ τους. Επομένως, η πιθανότητα που ψάχνουμε είναι ίση με . 
To ενδεχόμενο να συμβεί επιτυχία σε κάποιες k συγκεκριμένες επαναλήψεις του απλού πειράματος και το ενδεχόμενο να συμβεί επιτυχία σε κάποιες άλλες συγκεκριμένες k επαναλήψεις του απλού πειράματος είναι ξένα μεταξύ τους (δεν μπορούν να συμβούν ταυτόχρονα). Επομένως, η πιθανότητα να συμβεί το ένα ή το άλλο από αυτά τα ενδεχόμενα είναι ίση με το άθροισμα των πιθανοτήτων τους, δηλ. είναι ίση με 2 . Στις Ν επαναλήψεις του απλού πειράματος υπάρχουν  δυνατές επιλογές k θέσεων από τις Ν, στις οποίες να συμβεί επιτυχία. Επομένως, η πιθανότητα να συμβούν k επιτυχίες στις Ν επαναλήψεις του απλού πειράματος είναι ίση με . Δηλ. είναι ΡΚ(k)=. Αυτή η συνάρτηση μάζας πιθανότητας ονομάζεται διωνυμική κατανομή και η τυχαία μεταβλητή Κ ονομάζεται διωνυμική τυχαία μεταβλητή. Η διωνυμική κατανομή, πολλές φορές, συμβολίζεται με Β(k,N).
Ο τύπος του διωνύμου του Νεύτωνα λέει ότι
         (α+β)Ν=αΝ +αΝ‒1β+αΝ‒1β2+…+αΝ‒kβk++…+αβΝ‒1+βΝ
H απόδειξη αυτού δεν είναι δύσκολη: Γράφουμε το (α+β)Ν ως γινόμενο Ν όρων (α+β) και, εφαρμόζοντας την επιμεριστική ιδιότητα του πολλαπλασιασμού ως προς την πρόσθεση, βρίσκουμε το αποτέλεσμα ως άθροισμα γινομένων της μορφής αΝ‒kβk όπου το k παίρνει τιμές από 0 μέχρι Ν. Το βk προκύπτει από το β που υπάρχει σε k από τους Ν παράγοντες (α+β) του (α+β)Ν και το αΝ‒k προκύπτει από το α που υπάρχει στους υπόλοιπους Ν από τους Ν παράγοντες (α+β). Οι k από τους παράγοντες (α+β) που δημιουργούν το βk μπορεί να βρίσκονται σε τόσες από τις Ν θέσεις του γινομένου των Ν παραγόντων (α+β) όσοι είναι οι συνδυασμοί k αντικειμένων από Ν. Άρα, όλοι οι όροι της μορφής αΝ‒kβk είναι  σε αριθμό και μαζί δημιουργούν τον όρο αΝ‒kβk του αναπτύγματος. 
	Εφαρμόζουμε τον παραπάνω τύπο του διωνύμου του Νεύτωνα στο άθροισμα p+q και παίρνουμε  ==(p+q)Ν=1, όπως περιμέναμε. Ας υπολογίσουμε και τη μέση (αναμενόμενη) τιμή μιας διακριτής τυχαίας μεταβλητής Κ που ακολουθεί την διωνυμική κατανομή. Αυτή είναι:
Ε(Κ)==. Για να υπολογίσουμε αυτό το άθροισμα ξεκινάμε από την ισότητα =1  =1, την οποία  και παραγωγίζουμε ως προς p, οπότε παίρνουμε: 
 που γράφεται και ως 
  
 
 
 
  
E(K)=E(K)=Np. Αυτό το αποτέλεσμα διαισθητικά το περιμέναμε, δεδομένου ότι, αφού η πιθανότητα επιτυχίας είναι p, στις Ν δοκιμές περιμένουμε να συμβούν, κατά μέσο όρο, Np επιτυχίες.
	Για να υπολογίσουμε και τη μέση τετραγωνική τιμή της διωνυμικής τυχαίας μεταβλητής Κ, δηλ. για να υπολογίσουμε την Ε(Κ2)==, γράφουμε τη σχέση E(K)=Np ως   και την παραγωγίζουμε ως προς p. Μετά από μερικές πράξεις φθάνουμε στο αποτέλεσμα Ε(Κ2)=Νpq+(Np)2=Npq+[E(K)]2 και S=Npq. Κάντε αυτές τις πράξεις.
Συμπερασματικά, η διωνυμική τυχαία διακριτή μεταβλητή (αριθμός επιτυχιών σε Ν ανεξάρτητες μεταξύ τους επαναλήψεις ενός πειράματος) έχει συνάρτηση μάζας πιθανότητας ΡΚ(k)=, μέση τιμή Νp και διακύμανση Νpq=Np(1‒p).      

4) Η τυχαία μεταβλητή Poisson: Ας υποθέσουμε ότι βρισκόμαστε μπροστά σε ένα εστιατόριο και μετράμε τον αριθμό των πελατών που φθάνουν σ’ αυτό. Η άφιξη ενός νέου πελάτη δεν εξαρτάται από το πόσοι πελάτες έχουν έρθει μέχρι στιγμής και ποιες χρονικές στιγμές συνέβη αυτό. Ορίζουμε την τυχαία μεταβλητή Κ που παίρνει ως τιμή τον αριθμό k των πελατών που έφθασαν ή φθάνουν ή θα φθάσουν στο εστιατόριο μέσα σε ένα συγκεκριμένης διάρκειας χρονικό διάστημα. Ίδια μεταβλητή είναι ο αριθμός κλήσεων που φθάνουν σε ένα τηλεφωνικό κέντρο μέσα σε κάποιο χρονικό διάστημα. Η συνάρτηση μάζας πιθανότητας της τυχαίας μεταβλητής Κ δίνεται από τον τύπο ΡΚ(k)=, k=0, 1, 2, … . Αυτή η συνάρτηση μάζας πιθανότητας ονομάζεται και κατανομή Poisson. To λ είναι μια παράμετρος της κατανομής και δείχνει, όπως θα δούμε, τη μέση τιμή του αριθμού των πελατών που φθάνουν ή θα φθάσουν στο εστιατόριο μέσα στο υπ’ όψη χρονικό διάστημα.
Πρώτα θα επαληθεύσουμε ότι είναι =1. Έχουμε:
= =  = =1. Εδώ θυμηθήκαμε από τα Μαθηματικά ότι η συνάρτηση ex έχει το ανάπτυγμα σε σειρά McLaurin ex=1++ + … + + … . Στη συνέχεια, θα υπολογίσουμε τη μέση τιμή της τυχαίας μεταβλητής Κ που ακολουθεί την κατανομή Poisson. Είναι Ε(Κ)===== ====. Εναλλακτικά, το άθροισμα  μπορούμε να το υπολογίσουμε και ως εξής: Ξεκινάμε από το ανάπτυγμα  = eλ, το οποίο γράφουμε ως 1+ = eλ, το παραγωγίζουμε ως προς λ και παίρνουμε:  = eλ   = λeλ οπότε είναι Ε(Χ)=. Ώστε, είναι Ε(Χ)=λ, πράγμα που σημαίνει ότι, κατά μέσον όρο, στο εστιατόριο φθάνουν λ πελάτες στο υπό εξέταση χρονικό διάστημα. 
	Τώρα θα υπολογίσουμε και τη μέση τετραγωνική τιμή της κατανομής Poisson. Είναι Ε(Χ2)===. Για να υπολογίσουμε το άθροισμα , παίρνουμε τη σχέση =λeλ που αποδείξαμε προηγουμένως, την παραγωγίζουμε ως προς λ και βρίσκουμε ότι είναι =λeλ+eλ  =λ2eλ+λeλ  
Επομένως, έχουμε Ε(Χ2)=λ2+λ. Η διακύμανση της κατανομής Poisson είναι S=Ε(Χ2)‒[E(X)]2=λ
Βλέπουμε ότι η διακύμανση της κατανομής Poisson είναι ίση με τη μέση τιμή αυτής λ.
	Υπάρχουν και αρκετές άλλες χρήσιμες κατανομές διακριτών τυχαίων μεταβλητών αλλά ας μην επεκταθούμε εδώ. 


Συνεχείς τυχαίες μεταβλητές

Ας γυρίσουμε πίσω στο παράδειγμα των 30 μαθητών της τάξης και τα βάρη τους χωρίς να τα στρογγυλοποιούμε αλλά να τα αφήνουμε ως έχουν με, θεωρητικά, άπειρη ακρίβεια. Έστω ότι δεν υπάρχει μαθητής ή, γενικά, άνθρωπος που έχει βάρος κάτω από 40 κιλά ή πάνω από 150 κιλά. Έτσι, η τυχαία μεταβλητή Χ=βάρος μαθητή μπορεί να πάρει οποιαδήποτε τιμή στο διάστημα πραγματικών αριθμών (40, 150). Αυτό το διάστημα έχει μη αριθμήσιμο πλήθος στοιχείων. Για να διευκολύνουμε τα πράγματα, ας θεωρήσουμε ότι δεν επιλέγουμε έναν μαθητή από τους 30 αλλά επιλέγουμε έναν άνθρωπο από όλον τον κόσμο. Μια τυχαία μεταβλητή που παίρνει τιμές σε ένα διάστημα ή μια ένωση διαστημάτων πραγματικών αριθμών ονομάζεται συνεχής τυχαία μεταβλητή. Ενικά, το σύνολο D στο οποίο μια συνεχής τυχαία μεταβλητή παίρνει τιμές είναι ένα μη αριθμήσιμο σύνολο στοιχείων.
	Αν η πιθανότητα ένα άτομο να έχει βάρος ακριβώς ίσο με x0, δηλ. η πιθανότητα Ρ(Χ=x0), είναι p≠0, τότε η πιθανότητα του συνόλου αναφοράς που έχει πάρα πολλά ή, θεωρητικά, άπειρα άτομα ξεπερνάει τη μονάδα ή, θεωρητικά, έχει άπειρη τιμή, αφού είναι ίση με το γινόμενο της πιθανότητα p επί το πλήθος των στοιχείων του συνόλου αναφοράς, αν αυτά είναι ισοπίθανα. Επομένως, είναι Ρ(Χ=x0). Αυτό δεν σημαίνει ότι το γεγονός Χ=x0 είναι αδύνατο αλλά ότι αυτό έχει μηδενική πιθανότητα. 
Ας κάνουμε και ένα άλλο «πείραμα»: Σχεδιάζουμε τον άξονα των πραγματικών αριθμών και προσπαθούμε, με τη μύτη ενός διαβήτη, να επιλέξουμε ακριβώς μια τιμή του διαστήματος [0, 1], έστω την τιμή 0,8. Το κάνουμε και εξετάζουμε το αποτέλεσμα της προσπάθειας. Με τη χρήση ενός φακού βλέπουμε ότι πέσαμε λίγο έξω. Κοιτάζοντας μέσα από τον φακό, βελτιώνουμε τη σκόπευσή μας. Τώρα, με τη χρήση ενός μικροσκοπίου, εξετάζουμε τι κάναμε και διαπιστώνουμε ότι πάλι πέσαμε έξω. Κοιτάζοντας μέσα από το μικροσκόπιο, ξαναβελτιώνουμε την επιλογή μας αλλά ένα ηλεκτρονικό, τώρα, μικροσκόπιο μας αποκαλύπτει ότι πάλι αποτύχαμε. Καταλαβαίνουμε ότι η πιθανότητα να πέσουμε ακριβώς πάνω στην τιμή 0,8 είναι μηδενική. Αν το σκεφτούμε λίγο, θα διαπιστώσουμε ότι δεν έχει και πολύ νόημα να προσπαθούμε να πετύχουμε ακριβώς την τιμή 0,8. Αυτό οφείλεται στο γεγονός ότι τα δυνατά αποτελέσματα του πειράματος της επιλογής ακριβώς ενός συγκεκριμένου αριθμού στο διάστημα [0, 1] είναι πολλαπλώς άπειρα. 
Για τους παραπάνω λόγους, στις συνεχείς τυχαίες μεταβλητές ενδιαφερόμαστε για την πιθανότητα μια τυχαία μεταβλητή Χ να πάρει τιμή σε ένα διάστημα πραγματικών αριθμών (κ, λ) ή σε μια ένωση διαστημάτων πραγματικών αριθμών που είναι υποσύνολα του συνόλου τιμών της τυχαίας μεταβλητής Χ. Για παράδειγμα, γυρίζοντας στους μαθητές και την τυχαία μεταβλητή Χ=βάρος μαθητή, ενδιαφερόμαστε για την πιθανότητα η μεταβλητή Χ να πάρει τιμή από 95 κιλά και πάνω (πιθανότητα ο μαθητής να είναι υπέρβαρος), την πιθανότητα η μεταβλητή Χ να πάρει τιμή από 55 κιλά και πάνω (πιθανότητα ο μαθητής να είναι ελλιποβαρής), την η μεταβλητή Χ να πάρει τιμή μεταξύ 65 και 80 κιλών (πιθανότητα ο μαθητής να έχει «άριστο» βάρος) κ.ο.κ. 
Με κάθε συνεχή τυχαία μεταβλητή Χ συνδέεται μια συνάρτηση fX(x) των πραγματικών αριθμών που έχει τις εξής ιδιότητες:
α) Είναι fX(x)≥0, για όλες τις πραγματικές τιμές της μεταβλητής x, και
β)  η πιθανότητα η τυχαία μεταβλητή Χ να πάρει τιμή σε ένα χωρίο D των πραγματικών αριθμών (το D μπορεί αν είναι διάστημα ή ένωση διαστημάτων, ανοικτών ή κλειστών) δίνεται από τη σχέση Ρ(ΧD)=. 
Φυσικά, αν D είναι ολόκληρος ο άξονας των πραγματικών αριθμών, είναι Ρ(ΧD)=Ρ(ΧR)=1, δηλ. =1. Η συνάρτηση fX(x) ονομάζεται συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας (ΣΠΠ) της τυχαίας μεταβλητής Χ. 
Αν είναι D=[α,β], τότε η Ρ(Χ[α, β]), δηλ. η Ρ(α≤Χ≤β), δίνεται από τη σχέση Ρ(α≤Χ≤β)=. Ίδια ακριβώς είναι η πιθανότητα Ρ(α<Χ≤β) και η πιθανότητα Ρ(α≤Χ<β) και η πιθανότητα Ρ(α<Χ<β), δεδομένου ότι, όπως είπαμε, η πιθανότητα μια συνεχής τυχαία μεταβλητή να πάρει ακριβώς μια συγκεκριμένη τιμή είναι μηδενική. Η ίδια η fX(x) δεν είναι πιθανότητα, γι αυτό και μπορεί να πάρει όσο μεγάλη τιμή θέλουμε. Πιθανότητα είναι το εμβαδόν του χωρίου που ορίζεται, για κάποιο διάστημα της μεταβλητής x, μεταξύ της γραφικής παράστασης της fX(x) και του άξονα των x και αυτό δίνει την πιθανότητα η τυχαία μεταβλητή Χ να πάρει τιμή μέσα στο εν λόγω διάστημα της μεταβλητής x.   
 Έχουμε και Ρ(Χ≥α)= και Ρ(Χ≤α)=. Η συνάρτηση FX(x)= = δίνει την πιθανότητα η τυχαία μεταβλητή Χ να πάρει τιμή στο διάστημα ( και ονομάζεται αθροιστική συνάρτηση κατανομής της τυχαίας μεταβλητής Χ ή, απλώς, συνάρτηση κατανομής της τυχαίας μεταβλητής Χ. 
Αν είναι α<β, έχουμε (=((α, β] και τα διαστήματα ( και (α, β] είναι ξένα μεταξύ τους, οπότε έχουμε Ρ(=Ρ(Χ≤Ρ(α<Χ≤β)  FX(β)FX(α)= Ρ(α<Χ≤β). Με άλλα λόγια, η πιθανότητα η τυχαία μεταβλητή Χ να πάρει τιμή σε κάποιο διάστημα πραγματικών αριθμών είναι ίση με τη διαφορά της συνάρτησης κατανομής αυτής στα άκρα δυο διαστήματος. Μάλιστα, επειδή είναι Ρ(α<Χ≤β]≥0, έχουμε και FX(β)≥FX(α). Επομένως, η συνάρτηση FX(x) είναι αύξουσα. Όμως, δεν είναι γνησίως αύξουσα γιατί μπορεί σε κάποιο διάστημα του x η fX(x) να έχει μηδενική τιμή, οπότε σε αυτό το διάστημα η FX(x) θα είναι σταθερή.
Ας θεωρήσουμε ως χωρίο D το διάστημα (x, x+Δx), όπου Δx είναι πολύ μικρή θετική ποσότητα. Έχουμε, Ρ(x<X<x+Δx)=FX(x+Δx)FX(x)=. Επειδή το Δx είναι πολύ μικρό, μπορούμε να θεωρήσουμε ότι στο παραπάνω διάστημα η fX(υ) έχει σταθερή τιμή, ίση με fX(x). Τότε είναι Ρ(x<X<x+Δx)=FX(x+Δx)FX(x)fX(x)˖Δx. Το  τείνει να γίνει =, αν το Δx τείνει στο 0. Η ισότητα Ρ(x<X<x+Δx)fX(x)˖Δx δηλώνει ότι η fX(x) είναι συνάρτηση πιθανότητας ανά μονάδα μήκους (συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας). Επίσης, η ισότητα FX(x+Δx)FX(x)fX(x)˖Δx γράφεται και ως fX(x)˖ Αφήνοντας το Δx να τείνει στο 0, το κλάσμα  τείνει προς την παράγωγο της FX(x), οπότε έχουμε =fX(x) ή =fX(x). Αυτό το έχουμε δει και στα Μαθηματικά, όπου μάθαμε ότι αν παραγωγίσουμε ως προς x το ολοκλήρωμα , που είναι η FX(x), θα πάρουμε αποτέλεσμα fX(x). 
Βλέπουμε ότι η παράγωγος της συνάρτησης κατανομής FX(x) μιας τυχαίας μεταβλητής X είναι ίση με τη συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας fX(x) αυτής. Επειδή είναι fX(x)≥0, η FX(x) είναι αύξουσα συνάρτηση της μεταβλητής x. Έχουμε  =. Όταν το x τείνει στο , το υποσύνολο του συνόλου αναφοράς για το οποίο ισχύει η σχέση X≤x τείνει προς το κενό σύνολο που έχει μηδενική πιθανότητα. Επομένως, έχουμε =0, που γράφεται και ως FX()=0. Επίσης, έχουμε  =. Όταν το x τείνει στο , το υποσύνολο του συνόλου αναφοράς για το οποίο ισχύει η σχέση X≤x τείνει προς το σύνολο αναφοράς (βέβαιο γεγονός) που έχει πιθανότητα ίση με 1. Επομένως, έχουμε =1, που γράφεται και ως FX()=1. Φυσικά, η FX(x), ως πιθανότητα που είναι, παίρνει πάντα τιμές από 0 έως 1. 
Είναι 1=FX()===. H σχέση =1 δηλώνει ότι το εμβαδόν του χωρίου που ορίζεται από τη γραφική παράσταση της fX(x) και τον άξονα των x είναι ίσο με 1. Αυτό δείχνει ότι, αν η fX(x) δεν έχει μη μηδενικές τιμές μόνο για πεπερασμένο διάστημα του x αλλά έχει «ουρά» προς το  ή προς το , η γραφική της παράσταση θα έχει ως ασύμπτωτη ευθεία τον άξονα των x, δηλ. η fX(x) θα τείνει προς το 0, καθώς το x θα τείνει προς το  ή προς το .   
Ας κάνουμε μια εφαρμογή-παράδειγμα των παραπάνω: Μια τυχαία μεταβλητή X έχει τριγωνική συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας, αυτήν που δίνεται στο σχήμα 5.
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           Σχ. 5 Συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της τυχαίας μεταβλητής Χ
  Θα κάνουμε τα εξής: 
α) Θα βρούμε την τιμή της σταθεράς α.
β) Θα βρούμε και θα παραστήσουμε γραφικά της συνάρτηση κατανομής FX(x) της τυχαίας μεταβλητής Χ. 
γ) Θα υπολογίσουμε τις πιθανότητες Ρ(Χ≤1), Ρ(Χ≤1, Ρ(0,5≤Χ≤1), Ρ(Χ>1,5) και Ρ(Χ≤3). 
Έχουμε:
α) Το εμβαδόν του τριγώνου πρέπει να είναι ίσο με 1. Δηλ., να είναι (2˖α)/2=1  α=1. 
β) Η FX(x) είναι ίση με το εμβαδόν Ε του χωρίου που ορίζεται μεταξύ της γραφικής παράστασης της fX(x) και του άξονα των x για το διάστημα από το  μέχρι το σημείο x. 
   β1) Αν είναι x≤0, είναι και Ε=0, οπότε έχουμε FX(x)=0. 
   β2) Αν είναι 0≤x≤2, πρέπει να βρούμε το εμβαδόν του τριγώνου που έχει βάση x και ύψος την τιμή fX(x). Για 0≤x≤2, είναι fX(x)=kx (εξίσωση ευθείας που περνάει από την αρχή των αξόνων). Η fΧ(2)=α=1 δίνει k2=1  k=1/2. Άρα, το τρίγωνο που εξετάζουμε έχει βάση x και ύψος x/2. To εμβαδόν του είναι E=(1/2)x(x/2)=x2/4, οπότε έχουμε FX(x)=x2/4. 
   β3) Αν είναι x>2, Ε είναι το εμβαδόν ολόκληρου του τριγώνου που είναι ίσο με 1. Έτσι, έχουμε FX(x)=1.
Η γραφική παράσταση της FX(x) ακολουθεί:
συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας, αυτήν που δίνεται στο σχήμα 5.
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Σχ. 6 Συνάρτηση κατανομής της τυχαίας μεταβλητής Χ

γ) Είναι Ρ(Χ≤1)=FX(1)=0, Ρ(Χ≤1)=FX(1)=12/4=1/4, Ρ(0,5≤Χ≤1)=FX(1)FX(0,5)= 12/40,52/4=3/16, Ρ(Χ>1,5)=1Ρ(Χ≤1,5)=11,52/4=13/16 και Ρ(Χ≤3)=FX(3)=1. 

Μερικές χρήσιμες κατανομές
Ακολουθεί η παρουσίαση μερικών χρήσιμων κατανομών, δηλ. μερικών συναρτήσεων πυκνότητας πιθανότητας τυχαίων μεταβλητών που είναι χρήσιμες στις εφαρμογές:
Α) Ομοιόμορφη κατανομή (Uniform distribution):
Σ’ αυτήν την κατανομή η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας fX(x) παίρνει μη μηδενικές τιμές μόνο σε ένα διάστημα (α, β), ανοιχτό ή κλειστό. Η πιθανότητα η τυχαία μεταβλητή Χ να πάρει τιμή σε ένα οποιοδήποτε διάστημα ξένο με το (α, β) είναι μηδενική. Μέσα στο διάστημα (α, β) η fX(x) παίρνει σταθερή τιμή, έστω, c. Η γραφική παράσταση της fX(x) ακολουθεί:
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Σχ. 7 Συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της ομοιόμορφης κατανομής
Η σχέση =1 εδώ δίνει Εμβαδόν του ορθογωνίου με βάση βα και ύψος c=1, ήτοι (βα)c=1  c=1/(βα). Συνηθισμένες περιπτώσεις είναι οι (α, β)=(0, 1) και (α, β)=(1/2, 1/2). Ακολουθούν δύο παραδείγματα τυχαίων μεταβλητών που έχουν ομοιόμορφη κατανομή:
	α) Αν οι συρμοί του μετρό περνάνε από έναν σταθμό κάθε 10 λεπτά, ο χρόνος Χ που περνάει από τη στιγμή που φθάνουμε στον σταθμό μέχρι να έλθει ο επόμενος συρμός κατανέμεται ομοιόμορφα στο διάστημα (0, 10) λεπτά. 
β) Αν εκτελέσουμε μια διαδοχή αριθμητικών πράξεων, που περιλαμβάνουν πολλαπλασιασμούς και διαιρέσεις, μεταξύ αριθμών που έχουν δεκαδικό μέρος και στρογγυλοποιήσουμε το αποτέλεσμα με αποκοπή από το τρίτο δεκαδικό ψηφίο και πάνω, το σφάλμα στρογγυλοποίησης είναι τυχαία μεταβλητή που κατανέμεται ομοιόμορφα στο διάστημα (0, 0.01).
Δεν είναι καθόλου δύσκολο να βρούμε τη συνάρτηση κατανομής FX(x) της ομοιόμορφης κατανομής. Για x<α, είναι FX(x)=0. Για α≤x≤b, η FX(x) είναι ίση με το εμβαδόν του  ορθογωνίου που έχει βάση μήκους xα και ύψος 1/(βα). Δηλ. είναι FX(x)=(xα)//(βα). Τέλος, για x>β, είναι FX(x)=1. Η γραφική παράσταση της FX(x) ακολουθεί:
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Σχ. 8 Συνάρτηση κατανομής της ομοιόμορφης τυχαίας μεταβλητής

Β) Εκθετική κατανομή (Exponential distribution):
Σ’ αυτήν την κατανομή η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας fX(x), για x<0, παίρνει τιμή 0 και, για x≥0, παίρνει τιμή c, όπου το λ>0 είναι παράμετρος της κατανομής και το c είναι μια σταθερά που θα προσδιοριστεί από τη συνθήκη  =1. Αυτή η συνθήκη εδώ γράφεται ως =1=1   c=1   c=1  c=1   c=λ. Επομένως, για x<0, είναι fX(x)=0 και, για x≥0, είναι fX(x)=. Η γραφική παράσταση της fX(x) ακολουθεί: 
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Σχ. 9 Συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της εκθετικής τυχαίας μεταβλητής
	Αφού, για x<0, είναι fX(x)=0, η συνάρτηση κατανομής της εκθετικής τυχαίας μεταβλητής FX(x), για x<0, είναι μηδενική και, για x≥0, είναι FX(x)====1. H γραφική παράσταση της FX(x) είναι:
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Σχ. 9 Συνάρτηση κατανομής της εκθετικής τυχαίας μεταβλητής
Εκθετική κατανομή ακολουθεί ο χρόνος που μεσολαβεί μεταξύ διαδοχικών αφίξεων πελατών σε ένα εστιατόριο ή μεταξύ των αφίξεων διαδοχικών κλήσεων σε ένα τηλεφωνικό κέντρο.  
Γ) Κανονική κατανομή (Normal distribution):
Είναι η κατανομή με τις περισσότερες εφαρμογές και η οποία δίνει τα περισσότερα και τα πλέον ενδιαφέροντα μαθηματικά αποτελέσματα. Η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας αυτής δίνεται από τη σχέση fX(x)=. Τα μ και σ είναι παράμετροι της κατανομής που σε λίγο θα μάθουμε τι είναι. Επειδή η διαφορά xμ είναι υψωμένη στο τετράγωνο, για x που ισαπέχουν από το μ, η fX(x) έχει ίσες τιμές. Έτσι, η γραφική της παράσταση έχει άξονα συμμετρίας την κατακόρυφο που άγεται από το σημείο x=μ. Καθώς το σημείο x απομακρύνεται από το μ, ο αρνητικός εκθέτης του e μειώνεται και η fX(x) μειώνεται. Η γραφική παράσταση της fX(x) τείνει ασυμπτωτικά προς τον άξονα των x, καθώς το x τείνει στο + ή προς το . 
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Σχ. 10 Συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της κανονικής τυχαίας μεταβλητής
Αν είναι μ=0 και σ=1, η κανονική κατανομή ονομάζεται κανονικοποιημένη ή τυποποιημένη. Δυστυχώς, δεν υπάρχει σε κλειστή μορφή (μαθηματικό τύπο) το αόριστο ολοκλήρωμα της συνάρτησης , οπότε δεν έχουμε σε μαθηματικό τύπο την FX(x) της κανονικής κατανομής. Εν τούτοις, για την τυποποιημένη κανονική κατανομή υπάρχουν πίνακες που δίνουν επαρκείς τιμές της FX(x) αυτής, ή πίνακες από τους οποίους μπορούμε να βρούμε αμέσως τις τιμές της FX(x) που θέλουμε. Είναι FX(μ)=1/2, αφού, λόγω συμμετρίας της FX(x) γύρω από την τιμή x=μ, το εμβαδόν κάτω από τη γραφική παράσταση της fX(x), από x= μέχρι x=μ, είναι το μισό του συνολικού εμβαδού που είναι ίσο με 1. 
	   Η γραφική παράσταση της FX(x) έχει τη μορφή:
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Σχ. 11 Συνάρτηση κατανομής της κανονικής τυχαίας μεταβλητής

Ροπές συνεχούς τυχαίας μεταβλητής
Θυμόμαστε ότι, για μια διακριτή τυχαία μεταβλητή Χ που παίρνει τιμές x1, x2, …, xN και έχει συνάρτηση μάζας πιθανότητας με τιμές ΡΧ(x1), ΡΧ(x2), …, ΡΧ(xΝ), η μέση τιμή αυτής ορίστηκε ως Ε(Χ)=. Στις συνεχείς τυχαίες μεταβλητές η συνάρτηση μάζας πιθανότητας δεν είναι συγκεντρωμένη σε συγκεκριμένες τιμές x1, x2, …, xN αλλά είναι «διάχυτη» σε ολόκληρον τον άξονα των x. Αντικαθιστώντας το xi με x, το ΡΧ(xi) με fX(x)dx, και την άθροιση με ολοκλήρωση, η μέση τιμή μιας συνεχούς τυχαίας μεταβλητής Χ ορίζεται ως 
Ε(Χ)=                                          (7)
Η Ε(Χ) δίνει την τιμή γύρω από την οποία παίρνει τιμές η τυχαία μεταβλητή Χ. 
	Η μέση τετραγωνική τιμή της συνεχούς τυχαίας μεταβλητής Χ δίνεται από τη σχέση
 Ε(Χ2)= και, γενικά, η ροπή n τάξης ορίζεται ως Ε(Χn)=. Γενικά, αν Y=g(X) είναι μια συνάρτηση της τυχαίας μεταβλητής X, η Υ είναι και αυτή τυχαία μεταβλητή και έχει μέση τιμή E(Y)=Ε[g(X)]=. 
Αν είναι g(X)=[XE(X)]2, δηλ., αν με g(X) παραστήσουμε το τετράγωνο της διαφοράς της τυχαίας μεταβλητής Χ από τη μέση τιμή της, η μέση τιμή της g(X) παρέχει τη διακύμανση (Variance) S=E{[XE(X)]2}= της τυχαίας μεταβλητής Χ. Ας δουλέψουμε λίγο πάνω στη διακύμανση S: Είναι 
S= = =
  =
E(X2)2+  = E(X2)[E(X)]2. Ώστε, είναι S= E(X2)[E(X)]2. Έχουμε αποδείξει ότι ίδια σχέση ισχύει και για τις διακριτές τυχαίες μεταβλητές.
Ας υπολογίσουμε τη μέση τιμή, τη μέση τετραγωνική τιμή και τη διακύμανση των συνεχών τυχαίων μεταβλητών που γνωρίσαμε παραπάνω.
Α) Ομοιόμορφη κατανομή:   
36

image1.png
ANB

12




image2.png
ANB

12




