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Περιεχόμενα παρουσίασης 
• Ανάλυση δεδομένων και συνόρθωση παρατηρήσεων 

 

• Ντετερμινιστική και στοχαστική αντιμετώπιση 

 

• Εκτίμηση παραμέτρων (ανεπηρέαστη γραμμική εκτίμηση – BLUE) 

 

• Εναλλακτικές μέθοδοι συνόρθωσης 

 

• Η μέθοδος των εξισώσεων παρατηρήσεων 

 

• Ειδικές περιπτώσεις 



Ανάλυση δεδομένων 

• Φυσικό σύστημα  τμήμα του φυσικού κόσμου που αναλύεται 

αγνοώντας την εξάρτησή του από τον περιβάλλοντα χώρο 

 

• Παράμετροι συστήματος  περιγραφή του φυσικού συστήματος μέσα 

από εξισώσεις 

 

• Μαθηματικό μοντέλο  η δυνατότητα περιγραφής του φυσικού 

συστήματος με μαθηματικές εξισώσεις 

 

• Παράμετροι συστήματος  παρατηρούμενες παράμετροι 



Ανάλυση δεδομένων 
Φυσικό σύστημα Παρατηρούμενες παράμετροι 

( ) 0xyF =aa ,

Μαθηματικό μοντέλο Προσομοίωση 



Ανάλυση δεδομένων 

• Ερμηνεία φυσικού συστήματος  λογική και παρατήρηση 

 

• Παρατήρηση  συλλογή δεδομένων για την ερμηνεία του φυσικού 

συστήματος  λογική θεωρία 

 

• Συλλογή και ανάλυση δεδομένων  πρακτική αξιοποίηση της θεωρητικής 

γνώσης 

 

• Συνόρθωση  μέθοδος ανάλυσης δεδομένων (Gauss, Legendre + 

θεωρία πιθανοτήτων και μαθηματική στατιστική) 

1. Δεδομένα ανάλυσης  παρατηρήσεις  αριθμητικές τιμές μετρήσεων 

2. Η ύπαρξη σαφούς θεωρίας  μαθηματικές εξισώσεις 



Βασικά χαρακτηριστικά μεθόδου συνόρθωσης 

• Μαθηματικό μοντέλο  σύνολο εξισώσεων  εμφάνιση μετρούμενων 

παραμέτρων και αγνώστων παραμέτρων 

 

• Περισσότερη πληροφορία από την απαραίτητη  έλεγχος της 

επίδρασης των σφαλμάτων των μετρήσεων 

 

• Μαθηματικό μοντέλο  απλοποιημένη περιγραφή φυσικού συστήματος  

σφάλματα παρατηρήσεων 

 

• Σφάλμα παραμέτρου = παρατήρηση – παρατηρούμενη παράμετρος 

 



Βασικά χαρακτηριστικά μεθόδου συνόρθωσης 

Διαδικασία 

συνόρθωσης 

 



Βασικά χαρακτηριστικά μεθόδου συνόρθωσης 

• Κριτήριο  Μέθοδος Ελαχίστων Τετραγώνων (ΜΕΤ) των σφαλμάτων 

των παρατηρήσεων 

 

• Γιατί επικράτησε; 

 

• Ελαχιστοποίηση συνάρτησης  μηδενισμός παραγώγων της 

 

• Συναρτήσεις 2ου βαθμού  παράγωγος 1ου βαθμού  απλές γραμμικές 

εξισώσεις 

 

• Μειονέκτημα  ομοιόμορφη αντιμετώπιση σφαλμάτων  μέθοδος 

ελαχίστων τετραγώνων με βάρη  ποιος ο τρόπος καθορισμού; 



Μερικές παράγωγοι και ελαχιστοποίηση 



Στοχαστικός χαρακτήρας της συνόρθωσης 
• Η ανάγκη εύρεσης των βαρών εισάγει το στοχαστικό χαρακτήρα 

 

• Στοχαστικός χαρακτήρας  μελέτη σφαλμάτων  μέτρο ακρίβειας 

παρατηρήσεων 

 

• Στοχαστικός χαρακτήρας  θεωρία πιθανοτήτων  άγνωστη η 

πραγματική τιμή, γνωστή η περιγραφή της συμπεριφοράς  «άπειρο 

δείγμα» 

 

• Παρατήρηση  στοχαστική ποσότητα  άθροισμα ντετερμινιστικής (όχι 

τυχαίας) παρατηρούμενης παραμέτρου και τυχαίου σφάλματος 

vyy ab +=



Στοχαστικός χαρακτήρας της συνόρθωσης 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

• Παρατηρήσεις και σήματα  εκτίμηση παραμέτρων 

t 

f(t) Εκτίμηση παραμέτρων 

t 

y(t) = f(t) + n(t) 

t 

f(t) ≠ f(t) 

σφάλμα εκτίμησης 

Εισαγωγή κριτηρίων 
βέλτιστης εκτίμησης 

Εκτίμηση σφάλματος 

Στατιστική 
αξιολόγηση και 

ερμηνεία 
αποτελεσμάτων 



Στοχαστικός χαρακτήρας της συνόρθωσης 
• Βέλτιστη εκτίμηση αγνώστων παραμέτρων  μεταφορά στοχαστικού 

χαρακτήρα από παρατηρήσεις 

 

• Ανεπηρέαστη εκτίμηση  ταύτιση προσδοκίας με πραγματική τιμή  

απουσία συστηματικού χαρακτήρα 

 

• Βέλτιστη ανεπηρέαστη εκτίμηση (Best Unbiased Estimation – BUE) 

 απουσία συστηματικών επιδράσεων (ανεπηρέαστη) και ελάχιστης 

μεταβλητότητας (περιορισμός τυχαίων επιδράσεων – βέλτιστη) 

 

• Πρόβλημα  προσδιορισμός συνάρτησης παρατηρήσεων που οδηγεί σε 

ανεπηρέαστη εκτίμηση ελάχιστης μεταβλητότητας 



Βέλτιστη γραμμική ανεπηρέαστη εκτίμηση 
• Από το σύνολο των συναρτήσεων επιλέγονται μόνο οι γραμμικές 

 

• Συμβιβασμός  απλότητα στους υπολογισμούς 

 

• Γραμμικές συναρτήσεις  εκτιμήσεις που προκύπτουν ως γραμμικοί 

συνδυασμοί των παρατηρήσεων 

 

• Βέλτιστη γραμμική ανεπηρέαστη εκτίμηση (Best Linear Unbiased 

Estimation – BLUE) 

 

• BLUE και BUE ταυτίζονται στην περίπτωση που τα τυχαία σφάλματα 

ακολουθούν την κανονική κατανομή 



Οι εναλλακτικές μέθοδοι συνόρθωσης 
• Οι εναλλακτικές βασίζονται στη δυνατότητα διαφορετικών αλλά 

ισοδύναμων μορφών του μαθηματικού μοντέλου 

 

• Ταυτόσημα αποτελέσματα 

 

• Παρατηρήσεις  παράμετροι περιγραφής του φυσικού συστήματος  

κάθε παράμετρος του συστήματος μπορεί να εκφραστεί ως συνάρτησή 

τους 

 

• Παραμετρικός βαθμός φυσικού συστήματος  απαραίτητος ελάχιστος 

αριθμός παραμέτρων για την περιγραφή του συστήματος 



Οι εναλλακτικές μέθοδοι συνόρθωσης 
• Μαθηματικό μοντέλο συνόρθωσης  σύνδεση παρατηρήσεων με τις 

άγνωστες παρατηρούμενες παραμέτρους και τα άγνωστα σφάλματα 

 

 

• Επιπλέον, ανεξάρτητες μαθηματικές εξισώσεις που συνδέουν 

παρατηρούμενες παραμέτρους με (ενδεχόμενες) άγνωστες παραμέτρους 

 

 

• Το πλήθος των ανεξάρτητων εξισώσεων συνδέεται με το πλήθος των 

διαθέσιμων παρατηρήσεων, των αγνώστων και με τον παραμετρικό βαθμό 

του φυσικού συστήματος 

vyy += ab

( ) 0xyF =aa ,



Οι εναλλακτικές μέθοδοι συνόρθωσης 
• n  παρατηρούμενες παράμετροι 

• m  άγνωστες παράμετροι 

• r  παραμετρικός βαθμός φυσικού συστήματος 

• s  πλήθος ανεξαρτήτων εξισώσεων 

r n + m 



Οι εναλλακτικές μέθοδοι συνόρθωσης 
• n  παρατηρούμενες παράμετροι 

• m  άγνωστες παράμετροι 

• r  παραμετρικός βαθμός φυσικού συστήματος 

• s  πλήθος ανεξαρτήτων εξισώσεων 

r n + m 



Οι εναλλακτικές μέθοδοι συνόρθωσης 
• n  παρατηρούμενες παράμετροι 

• m  άγνωστες παράμετροι 

• r  παραμετρικός βαθμός φυσικού συστήματος 

• s  πλήθος ανεξαρτήτων εξισώσεων 

r n + m 

rmns −+=
s 



Οι εναλλακτικές μέθοδοι συνόρθωσης 
• Βαθμοί ελευθερίας ενός προβλήματος συνόρθωσης  ο αριθμός των 

επιπλέον παρατηρούμενων παραμέτρων πέρα των ελαχίστων που 

απαιτούνται για την περιγραφή του φυσικού συστήματος 

 

• Ανάλογα με την ύπαρξη και τον αριθμό των αγνώστων παραμέτρων m και 

τη μορφή των εξισώσεων σύνδεσης προκύπτουν οι εναλλακτικές μέθοδοι 

συνόρθωσης 

rnf −=

Σχήμα – μέγεθος φυσικού συστήματος   
παραμετρικός βαθμός r = 3 

α 
B 

A 

Γ 

β γ 

Φυσικό σύστημα  τρίγωνο (σχήμα + μέγεθος) 

Παρατηρούμενες παράμετροι   
Παρατηρήσεις n = 6 

Βαθμοί ελευθερίας f = n – r = 3 
α 

B Γ 



Οι εναλλακτικές μέθοδοι συνόρθωσης 
• Μέθοδος των εξισώσεων παρατήρησεων (έμμεσων παρατηρήσεων – 

parametric adjustment) 

 

 

• Μέθοδος των εξισώσεων συνθηκών (conditional adjustment) 

 

 

 

• Μέθοδος των μικτών εξισώσεων (combined adjustment) 

rm = ns = ( ) 0xfy =− aa

0=m
rns −= ( ) 0yg =a

rm ≤<0 nrmnsrn ≤−+=<− ( ) 0xyF =aa ,



Οι εναλλακτικές μέθοδοι συνόρθωσης 
• Μέθοδος των εξισώσεων παρατήρησεων (έμμεσων παρατηρήσεων – 

parametric adjustment) 

 

 

• Μέθοδος των εξισώσεων συνθηκών (conditional adjustment) 

 

 

 

• Μέθοδος των μικτών εξισώσεων (combined adjustment) 

rm = ns = ( ) 0xfy =− aa

0=m
rns −= ( ) 0yg =a

rm ≤<0 nrmnsrn ≤−+=<− ( ) 0xyF =aa ,



Οι εναλλακτικές μέθοδοι συνόρθωσης 
• Μέθοδος των εξισώσεων παρατήρησεων (έμμεσων παρατηρήσεων – 

parametric adjustment) 

 

 

• Μέθοδος των εξισώσεων συνθηκών (conditional adjustment) 

 

 

 

• Μέθοδος των μικτών εξισώσεων (combined adjustment) 

rm = ns = ( ) 0xfy =− aa

0=m
rns −= ( ) 0yg =a

rm ≤<0 nrmnsrn ≤−+=<− ( ) 0xyF =aa ,



Οι εναλλακτικές μέθοδοι συνόρθωσης 
• Μέθοδος των εξισώσεων παρατήρησεων (έμμεσων παρατηρήσεων – 

parametric adjustment) 

 

 

• Μέθοδος των εξισώσεων συνθηκών (conditional adjustment) 

 

 

 

• Μέθοδος των μικτών εξισώσεων (combined adjustment) 

rm = ns = ( ) 0xfy =− aa

0=m
rns −= ( ) 0yg =a

rm ≤<0 nrmnsrn ≤−+=<− ( ) 0xyF =aa ,



Οι εναλλακτικές μέθοδοι συνόρθωσης 
• Ισοδύναμες μεταξύ τους μέθοδοι  πηγάζουν από το ίδιο γενικό μοντέλο 

 

• Κάθε επιμέρους μοντέλο μπορεί να προκύψει από το άλλο 

• Αντικατάσταση αγνώστων παραμέτρων με νέες 

• Απαλοιφή άγνωστης παραμέτρου και εξίσωσης 

• Προσθήκη νέας άγνωστης παραμέτρου και εξίσωσης 

 

• Μέθοδος εξισώσεων συνθηκών  εξισώσεις παρατηρήσεων με 

απαλοιφή αγνώστων 

 

• Μέθοδος μικτών εξισώσεων  εξισώσεις παρατηρήσεων με απαλοιφή 

μέρους των αγνώστων 



Μοντέλα χωρίς πλήρη βαθμό – Δεσμεύσεις 
• Μέχρι στιγμής υποθέτουμε ότι παρατηρούμενες και άγνωστες παράμετροι 

ανήκουν στο φυσικό σύστημα που εξετάζουμε 

 

• Με την εκτίμηση των παρατηρούμενων και των αγνώστων παραμέτρων 

είναι δυνατός ο υπολογισμός οποιασδήποτε άλλης παραμέτρου του 

φυσικού συστήματος 

( ) ( ) ( )aaaa qqqqqq xyxy ˆ,ˆˆˆˆˆˆ ===

Πιθανές μορφές παραμέτρου q του φυσικού συστήματος 



Μοντέλα χωρίς πλήρη βαθμό – Δεσμεύσεις 
• Ειδικές περιπτώσεις  άγνωστες παράμετροι εκτός του φυσικού 

συστήματος που δεν μπορούν να προσδιοριστούν ακόμα και αν οι τιμές 

των παρατηρούμενων παραμέτρων ήταν γνωστές  μοντέλα χωρίς 

πλήρη βαθμό 

 

• Δύο περιπτώσεις χρήσης μοντέλων χωρίς πλήρη βαθμό 

1. Οι παρατηρούμενες παράμετροι καλύπτουν μόνο μέρος του φυσικού 

συστήματος  υποσύνολο που εμπεριέχεται στο υπό μελέτη 

σύστημα 

2. Αλγοριθμική ευκολία στη διαμόρφωση των εξισώσεων με τη χρήση 

νέων άγνωστων παραμέτρων που δεν ανήκουν στο αρχικό σύστημα 

 διεύρυνση φυσικού συστήματος 



Μοντέλα χωρίς πλήρη βαθμό – Δεσμεύσεις 

• Εμφάνιση αδυναμίας βαθμού  αδυναμία αντιστροφής πίνακα  απειρία 

λύσεων 

Φυσικό σύστημα 

Παράμετροι 
ya 

Φυσικό σύστημα 

Διευρυμένο φυσικό 
σύστημα 

Νέες παράμετροι xa 

Περίπτωση 1 
Περίπτωση 2 

Π.χ., περίπτωση συντεταγμένων στην 
Τοπογραφία  χωρίς εκ των προτέρων 
πληροφορία για το σύστημα αναφοράς 
είναι αδύνατο να υπολογιστούν 
 

Π.χ., βέλτιστη προσαρμογή καθέτων 
ευθειών  παρατηρήσεις x, y δε δίνουν 
πληροφορία για την καθετότητα  
επιπλέον δεσμεύσεις βάσει συντελεστών 
 



Μοντέλα χωρίς πλήρη βαθμό – Δεσμεύσεις 
• Παράδειγμα οριζόντιου τοπογραφικού δικτύου 



Μοντέλα χωρίς πλήρη βαθμό – Δεσμεύσεις 
• Τέχνασμα για την επίτευξη λύσης  εισαγωγή δεσμεύσεων 

 

• Εισάγονται k αριθμός δεσμεύσεων έτσι ώστε να διευρυνθεί ο 

παραμετρικός βαθμός r του αρχικού φυσικού συστήματος 

 

• Όταν ο αριθμός των δεσμεύσεων είναι ίσος με τη διαφορά των αγνώστων 

παραμέτρων και του παραμετρικού βαθμού  ελάχιστες δεσμεύσεις 

(minimal constraints) 

 

• Ο αριθμός τους είναι ίσος με την αδυναμία βαθμού του συστήματος και 

έχουν την ιδιότητα να μην επηρεάζουν τις εκτιμήσεις και τις 

(συμ)μεταβλητότητές τους 

( ) 0xh =a



Μοντέλα χωρίς πλήρη βαθμό – Δεσμεύσεις 
• Εξισώσεις παρατηρήσεων με k δεσμεύσεις 

 

 

 

• Μικτές εξισώσεις με k δεσμεύσεις 

 

( ) 0xh =a

mkr =+ kns += ( ) 0xfy =− aa

krmk +≤< knrmnsrkn +≤−+=<−+ ( ) 0xyF =aa ,

( ) 0xh =a



Αλγόριθμος εξισώσεων παρατηρήσεων 
• Μαθηματικό μοντέλο 

 

 

 

 

 

• Στοχαστικό μοντέλο 
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Αλγόριθμος εξισώσεων παρατηρήσεων 
• Γραμμικοποίηση 

 

 

 

 

• Δομή βασικών πινάκων (b  διάνυσμα ανηγμένων παρατηρήσεων) 
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Αλγόριθμος εξισώσεων παρατηρήσεων 
• Δομή βασικών πινάκων (Α  πίνακας σχεδιασμού της συνόρθωσης) 
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Αλγόριθμος εξισώσεων παρατηρήσεων 
• Δομή βασικών πινάκων (Ρ  πίνακας των βαρών των παρατηρήσεων) 

 

 

 

 

 

• C  γνωστός  

 

•                                  Q  γνωστός,    σ2 = άγνωστη 





















σσσ

σσσ
σσσ

=

2

2

2

2

1

21

21

2212

1211

b
n

bb
n

bb
n

b
n

bbbb

b
n

bbbb

yyyyy

yyyyy

yyyyy

b
n

b

b

b
n

bb

y

y
y

yyy













C

1−= CP

12 −=→σ= QPQC



Αλγόριθμος εξισώσεων παρατηρήσεων 
• Αλγόριθμος συνόρθωσης (βέλτιστες εκτιμήσεις) 

 

 

 

• Εκτίμηση ακρίβειας αλγορίθμου συνόρθωσης 

1. C  γνωστός 

 

 

 

2. C = σ2Q 
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Αλγόριθμος εξισώσεων παρατηρήσεων 
• Βήματα 

1. Επιλογή προσεγγιστικών αγνώστων παραμέτρων xo. Η επιλογή γίνεται μέσα από κατάλληλες 

σχέσεις υπολογισμού ή αυθαίρετες προσεγγιστικές τιμές  πιθανότητα σφαλμάτων 

γραμμικοποίησης 

2. Αναλυτική παραγώγιση των εξισώσεων του μαθηματικού μοντέλου 

3. Υπολογισμός των παραγώγων αντικαθιστώντας τις άγνωστες παραμέτρους με αντίστοιχες 

προσεγγιστικές τιμές από το βήμα 1.  πίνακας Α 

4. Υπολογισμός των προσεγγιστικών τιμών των παρατηρούμενων χρησιμοποιώντας το 

μαθηματικό μοντέλο και τις προσεγγιστικές των αγνώστων του βήματος 1. 

5. Υπολογισμός του διανύσματος των ανηγμένων παρατηρήσεων b  Τιμές παρατηρήσεων – 

προσεγγιστικές τιμές παρατηρούμενων παραμέτρων 

6. Υπολογισμός πίνακα Ν και διανύσματος u κανονικών εξισώσεων 

7. Υπολογισμός εκτίμησης των αγνώστων παραμέτρων 

8. Υπολογισμός εκτίμησης διανύσματος σφαλμάτων  

9. Υπολογισμός εκτίμησης των παρατηρούμενων παραμέτρων 

10. Εκτίμηση πινάκων ακρίβειας των εκτιμήσεων των αγνώστων παραμέτρων, των σφαλμάτων 

των παρατηρήσεων και των παρατηρούμενων παραμέτρων 

v̂
axx ˆ,ˆ

aŷ



Εξισώσεις παρατηρήσεων χωρίς πλήρη βαθμό 
• Οι άγνωστες παράμετροι είναι περισσότεροι από τον παραμετρικό βαθμό 

του φυσικού συστήματος (m > r) και ανεξάρτητες μεταξύ τους 

 

• Άγνωστες  σύνολο θεμελιωδών παραμέτρων σε νέο διευρυμένο φυσικό 

σύστημα που περιέχει το αρχικό 

Φυσικό σύστημα 

Διευρυμένο φυσικό 
σύστημα 

Νέες παράμετροι xa 



Εξισώσεις παρατηρήσεων χωρίς πλήρη βαθμό 
• Π.χ., συντεταγμένες  διευρυμένο φυσικό σύστημα  «σχήμα, μέγεθος 

και θέση» 

• Αρχικό σύστημα  παρατηρήσεις  «σχήμα και μέγεθος» 

 

• Γραμμικοποίηση  r(Α) < m  |N| = 0  απειρία λύσεων 

• Πώς μπορεί να γίνει η συνόρθωση, όταν δεν υπάρχει αντιστροφή του Ν; 

Φυσικό σύστημα 

Διευρυμένο φυσικό 
σύστημα 

Νέες παράμετροι xa 



Εξισώσεις παρατηρήσεων χωρίς πλήρη βαθμό 
• Ο προσδιορισμός της λύσης γίνεται με τη βοήθεια k = m – r συναρτήσεων 

 δεσμεύσεις 

 

• Αυτού του είδους οι δεσμεύσεις οδηγούν σε μία μοναδική λύση χωρίς να 

επηρεάζουν τις εκτιμήσεις των παρατηρούμενων παραμέτρων  

ελάχιστες δεσμεύσεις (minimum constraints) 

 

• Γραμμικοποιημένες εξισώσεις: 

( ) 0xhz == aa

vAxb +=
zHx =

( )zHuRx T+= −1ˆ

Ομογενείς ελάχιστες δεσμεύσεις 
0Hx =

uRx 1ˆ −=
HHNR T+=

kmn +−
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vPvT ˆˆˆ 2

( )112
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v AARPC 112
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y AARC 12
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Εξισώσεις παρατηρήσεων χωρίς πλήρη βαθμό 
• Δομή γραμμικοποιημένου πίνακα δεσμεύσεων Η (k × m) και διανύσματος 

z (k × 1) 
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Εξισώσεις παρατηρήσεων χωρίς πλήρη βαθμό 
• Κάθε διαφορετική επιλογή ελαχίστων δεσμεύσεων οδηγεί σε διαφορετικές 

εκτιμήσεις για τις άγνωστες παραμέτρους 

 

• Μία ειδική επιλογή ελαχίστων δεσμεύσεων  ελαχιστοποιεί το ίχνος του 

πίνακα των (συμ)μεταβλητοτήτων των αγνώστων  εσωτερικές 

δεσμεύσεις (inner constraints) 
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Εξισώσεις παρατηρήσεων χωρίς πλήρη βαθμό 
• Όταν χρησιμοποιηθούν δεσμεύσεις σε αριθμό μεγαλύτερο από τις 

ελάχιστες  πλεονάζουσες δεσμεύσεις (full constraints) 

 

• Παράδειγμα  ένταξη τοπογραφικού δικτύου στο ΕΓΣΑ87 

 

• Δεσμεύσεις περισσότερες από την αδυναμία βαθμού του συστήματος  

(k > m – r) 

 

• Οι πλεονάζουσες δεσμεύεις επηρεάζουν τις εκτιμήσιμες παραμέτρους  

«ουσιαστικές» δεσμεύσεις 



Εξισώσεις παρατηρήσεων χωρίς πλήρη βαθμό 
• Λύση πλεοναζουσών δεσμεύσεων 

 

 

 

 

 

• Ακρίβεια της εκτίμησης 
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Μη γραμμικές εκτιμήσεις 
• Όταν οι προσεγγιστικές τιμές των αγνώστων παραμέτρων δεν είναι δυνατό 

να υπολογιστούν  αυθαίρετες τιμές  ανάπτυγμα Taylor με μεγάλες 

τιμές για τους όρους 2ης τάξης και πάνω 

 

 

• Επίδραση στην αξιοπιστία των τελικών αποτελεσμάτων 

 

• Μέθοδοι αντιμετώπισης 

1. Μέθοδος μη γραμμικών ελαχίστων τετραγώνων 

2. Μέθοδος των διαδοχικών προσεγγίσεων 

( ) ( ) ( ) exx
x
xfxfy +−

∂
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+= oa
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a
oa Σφάλματα γραμμικοποίησης 



Μέθοδος διαδοχικών προσεγγίσεων 
• Βήματα 

1. Επιλογή προσεγγιστικών των αγνώστων  

2. Υπολογισμών βασικών πινάκων συνόρθωσης 

 

 

3. Εκτίμηση των διορθώσεων στις προσεγγιστικές 

   Εάν                 , όπου ε μικρός θετικός αριθμός, μεταφορά στο 5. 

 

4. Υπολογισμός των εκτιμήσεων των αγνώστων παραμέτρων και με 

αυτές ως προσεγγιστικές επιστροφή στο 2. 

 

5. Υπολογισμός των εκτιμήσεων των σφαλμάτων και της ακρίβειας της 

συνόρθωσης 
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Ειδικές περιπτώσεις  
Άθροιση κανονικών εξισώσεων 

• Δύο ξεχωριστές ομάδες παρατηρήσεων με κοινές άγνωστες παραμέτρους 

 

 

• Αν αναλυθούν ξεχωριστά 

 

 

• Αν οι δύο σειρές αναλυθούν από κοινού (θεωρώντας τις δύο ομάδες 

παρατηρήσεων ασυσχέτιστες) 
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Ειδικές περιπτώσεις  
Άθροιση κανονικών εξισώσεων 

• Απόδειξη θεωρήματος άθροισης κανονικών εξισώσεων 

 

 

 

 

 

 

 

 

• Για k ασυσχέτιστες ομάδες παρατηρήσεων 
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Ειδικές περιπτώσεις  
Άθροιση κανονικών εξισώσεων 

• Σημασία  υπάρχει δυνατότητα συμμετοχής νέων σειρών παρατηρήσεων 

σε ήδη υπάρχουσες κανονικές εξισώσεις 

 

 

 

• Αν έχουν διατηρηθεί οι αρχικές κανονικές εξισώσεις, απλώς προστίθενται 

οι νέοι πίνακες σύμφωνα με το θεώρημα άθροισης 

 

 

• Οι άγνωστες παράμετροι είναι κοινές σε όλες τις ομάδες παρατηρήσεων 
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Ειδικές περιπτώσεις  
Άθροιση κανονικών εξισώσεων 

• Το θεώρημα ισχύει και όταν μόνο κάποιες άγνωστες είναι κοινές μεταξύ 

των ομάδων των παρατηρήσεων 

 

 

 

 

• Από κοινού κανονικές εξισώσεις 
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Ειδικές περιπτώσεις  
Άθροιση κανονικών εξισώσεων 

• Πίνακες κανονικών εξισώσεων από κοινού 

 

 

 

 

 

 

 

• Οι πίνακες δημιουργούνται από την άθροιση των αντίστοιχων πινάκων των 

επιμέρους κανονικών εξισώσεων, όταν αυτοί διευρυνθούν εισάγοντας 

μηδενικά στις θέσεις των αγνώστων παραμέτρων που δεν 

περιέχονται στις επιμέρους εξισώσεις 
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Ειδικές περιπτώσεις  
Συνόρθωση με προϋπάρχουσες εκτιμήσεις για τις άγνωστες 
• Περίπτωση  χρήση προϋπάρχουσας εκτίμησης για τις άγνωστες 

 

• Η εκτιμήσεις και ο πίνακας (συμ)μεταβλητοτήτων τους από παλαιότερη 

συνόρθωση αξιοποιούνται σε συνδυασμό με τις νέες παρατηρήσεις 

 

 

 

 

• Λύση  Εφαρμογή του θεωρήματος άθροισης των κανονικών εξισώσεων 
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Εφαρμογή 
Απευθείας γραμμικές εξισώσεις παρατήρησης 

• Εκτίμηση βέλτιστης ευθείας (εφαρμογή εξισώσεων παρατήρησης) 
 

Για την προσέγγιση του άξονα ενός δρόμου μετρήθηκαν οι συντεταγμένες πέντε σημείων. Ζητούνται οι βέλτιστες 

τιμές των παραμέτρων της εξίσωσης ευθείας του άξονα του δρόμου. Οι τεταγμένες yi να θεωρηθούν ως 

παρατηρήσεις ασυσχέτιστες και ίδιας αλλά άγνωστης ακρίβειας, ενώ οι τετμημένες xi θα θεωρηθούν σταθερές 

 

 

 

 

 

 

 

 
• Εξισώσεις παρατήρησης  

 

• Απευθείας γραμμικό μοντέλο  

(δε χρειάζεται γραμμικοποίηση)    

i xi (m) yi (m) 

1 5009.05 10001.30 

2 5012.10 10003.05 

3 5014.60 10005.80 

4 5018.40 10007.15 

5 5020.00 10008.00 

baxy ii +=
















+
























=
















⇒+=

5

1

5

1

5

1

1

1

v

v

b
a

x

x

y

y

b

b

b
vAxy



Εφαρμογή 
Γραμμές εντολών MATLAB – OCTAVE – Βέλτιστη εκτίμηση a, b 

Εισαγωγή δεδομένων 

Πίνακας σχεδιασμού Α 

Διάνυσμα παρατηρήσεων 
(γραμμική μορφή b = yb) 

Πίνακας κανονικών εξισώσεων 
PAAN T=

PbAu T=

uNx 1ˆ −=

Διάνυσμα κανονικών εξισώσεων 

Εκτίμηση αγνώστων παραμέτρων 
 απευθείας γραμμική εκτίμηση 



Εφαρμογή 
Γραμμές εντολών MATLAB – OCTAVE – Εκτίμηση ακρίβειας εκτίμησης 

Εκτίμηση σφαλμάτων παρατηρήσεων xAbv ˆˆ −=

Εκτίμηση a-posteriori μεταβλητότητας mn −
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Εφαρμογή 
Θεώρημα άθροισης κανονικών εξισώσεων 

Σε επόμενη διαδικασία μετρήσεων παρατηρήθηκαν οι συντεταγμένες τριών νέων σημείων 

 

 

 

 

 

 

Να εκτιμηθούν εκ νέου οι συντελεστές a και b της βέλτιστης εξίσωσης του άξονα του δρόμου κάνοντας 

χρήση του θεωρήματος της άθροισης των κανονικών εξισώσεων. 

i xi (m) yi (m) 

6 5021.14 10008.96 

7 5022.78 10009.98 

8 5023.47 10010.40 
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Εφαρμογή 
Γραμμές εντολών MATLAB – OCTAVE – Θεώρημα άθροισης κανονικών εξισώσεων 



Εφαρμογή 
Χρήση προϋπάρχουσας εκτίμηση για τις άγνωστες 
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Περαιτέρω ενασχόληση: Να χρησιμοποιηθεί η προϋπάρχουσα πληροφορία για τις εκτιμήσεις των 

συντελεστών της ευθείας και του πίνακα (συμ)μεταβλητοτήτων (περίπτωση 1) για τη νέα εκτίμηση 



Ανακεφαλαίωση 

• Αναγκαιότητα μοντέλων συνόρθωσης και εκτίμησης παραμέτρων 

 

• Εναλλακτικές μέθοδοι συνόρθωσης 

 

• Μοντέλα με πλήρη και χωρίς πλήρη βαθμό – Δεσμεύσεις  

 

• Αλγόριθμος μεθόδου εξισώσεων παρατηρήσεων 

 

• Ειδικές περιπτώσεις αλγορίθμου 

 

• Εφαρμογές 
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